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引 论 
什么 是 几何 ? (最 后 的 论述 ) 


在 《几何 变换 》 第 一 其 的 引 论 中 ， 我 们 便 把 几何 定义 为 
研究 图 形 在 运动 下 保持 不 变 的 那些 性 质 的 学 科 。 在 《几何 变 
换 》 第 二 册 的 引 论 中 ， 我 们 又 给 几何 下 了 一 个 新 的 定义 ， 那 
就 是 作为 研究 图 形 在 相似 变换 下 保持 不 变 的 那些 性 质 的 学 
科 ， 自 然 要 问 ， 这 两 种 定义 是 否 完 双 等 价 ” 即 它们 究 萝 是 同 
一 个 学 科 的 不 同 的 定义 昵 ， 还 是 存在 两 种 不 同 的 几何 ， 一 -种 
是 《几何 变换 》 第 一 册 的 引 论 中 讨论 的 几何 ， 另 一 种 是 《 几 
何 变 换 》 第 二 册 的 引 论 中 所 讨论 的 几何 ? 我 们 将 阅 明 后 一 -种 
说 法 是 正确 的 ， 即 这 两 种 几何 是 不 同 的 (虽然 是 密切 相关 
的 ) ， 帮 且 事 实 上 存在 着 许多 种 不 同 的 几何 。 最 有 趣 的 几何 
之 一 是 罗 巴 切 夫 斯 基 - 波 里 亚 (Lobatchevsky-Bolyai) 的 非 
欧 几何 ， 也 就 是 所 谓 双 曲 几 何 ， 它 跟 通 常 的 几何 有 根本 性 的 
差别 ， 在 本 书 末 的 附录 中 要 讨论 这 种 几何 工 。 

我 们 在 《 儿 何 变换 》 第 二 册 的 引 诊 中 已 经 指出 ， 把 几何 
当 作 研究 图 形 在 运动 下 保持 不 变 的 那 些 性 质 的 早先 的 定义 
是 不 适当 的 。 我 们 作出 这 个 结论 的 根据 如 下 ; 运动 是 平面 
上 保持 任意 两 点 之 间距 离 不 变 的 变换 。 然 而 ， 表 示 距 离 的 数 
目 却 依 赖 于 度量 单位 的 选择 。 由 于 一 个 几何 命题 不 能 依赖 于 


@ 也 可 看 U.M. 亚 格 龙 的 Complex Numbers in Geometry (Academic 
Press。N.Y.，1968) 的 附 法 ， 在 那里 讨论 了 八 种 平面 非 软 几何， 其 中 包括 双 曲 
几何 。 
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长 度 单位 的 选择 ， 因 此 几何 定理 应 当 只 涉及 线段 的 长 度 之 
比 ， 而 不是 线段 的 长 度 ， 换 一 种 说 法 ， 就 是 在 几何 中 对 相似 
的 图 形 应 当 不 加 区 别 。 明 确 地 说 ， 就 是 如 果 一 个 定理 关于 基 
个 图 形 是 自 的 ， 则 对 于 任何 一 个 与 它 相 似 的 图 形 也 是 其 的 。 
虽然 这 个 论点 对 初等 几 
何 的 所 有 定理 成 立 ， 但 是 它 
对 于 ， 例 如 ， 所 有 的 几何 作 J 
图 并 不 成 并 。 如 果 在 某 一 几 
何 作 图 中 我 们 给 定 了 一 个 线 
段 的 长 度 ， 则 这 个 长 度 不 是 
用 一 个 数 ， 而 是 用 给 定 一 个 
线段 的 方式 给 出 的 。 例 如 ， A B 
假若 我 们 要 作 一 个 三 角形 
4BC， 它 的 两 边 4C 和 AB 
以 及 中 线 CD 的 长 度 是 给 定 的 ， 这 意思 就 是 我 们 给 定 了 与 
AC ,4B ,CD 全 等 的 线段 (图 1 ) ,在 这 里 所 给 出 的 是 线段 长 度 
而 不 是 这 种 长 度 的 比值 ， 这 就 意味 着 不 是 所 有 的 相似 三 角形 
都 能 看 成 可 接受 的 解 ， 如 果 这 些 三 角形 中 有 一 个 是 我 们 问题 
的 解 ， 则 其 它 (不 跟 它 全 等 ) 的 三 角形 就 不 是 解 。 我 们 看 到 ， 
在 《几何 变换 》 第 二 册 的 引 论 中 所 给 出 的 几何 定义 ， 一 方面 
适用 于 初 竺 几何 的 所 有 定理 ， 另 一 方面 却 不 能 说 它 适 用 于 所 
有 的 作 图 问题 《这些 问题 实质 上 是 建立 在 早先 的 《几何 变 
换 》 第 一 央 的 引 论 中 所 讲 的 几何 定义 的 基础 之 上 的 )。 基 谢 
座 夫 〈Kiselyov) 的 数 科 书 @ 的 内 容 馈 然 以 《几何 变换 》 第 
一 般 的 引 论 中 的 定义 为 基础 ， 自 然 也 就 要 从 讨论 三 角形 双 等 


图 工 


@ 这 是 标准 的 苏联 几何 教科 书 ， 一 一 英 详 者 
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的 定理 开始 ， 如 果 我 们 对 相似 三 角形 不 加 区 别 、 这 类 定理 就 
会 变 成 没有 对 象 的 空 论 ， 因 为 在 那 时 双 等 概念 将 失去 意义 。 
这 样 ， 我 们 可 以 得 出 线 论 ， 在 《几何 变换 》 第 一 册 和 第 
二 斯 的 引 论 中 定义 的 两 类 几何 是 不 同 的 。 此 外 ， 在 第 二 种 儿 
何 〈 自 然 称 为 相似 几何 ) 呆 图 形 的 所 有 性 质 ， 也 是 图 形 在 第 
一 种 几何 (运动 几何 ) 中 的 性 质 ， 实 际 上 ， 图 形 在 相似 变换 
下 保持 不 变 的 每 个 性 质 在 运动 下 必然 也 保持 不 变 。 这 名 话 反 
过 来 不 成 立 ， 在 运动 几何 中 比 在 相似 几何 中 有 更 多 的 性 质 
(在 运动 几何 中 ， 一 个 图 形 的 两 点 之 间 的 距离 反 喘 了 它 的 一 
个 儿 何 特性 ， 而 在 相似 几何 中 只 有 距离 之 比 有 意义 ，) 这 就 
是 在 相似 几何 中 的 作 图 问题 比 运动 几何 中 的 作 图 问题 要 少 得 
多 的 原因 @ 
回忆 一 下 我 们 是 如 何 得 到 前 面 的 两 个 定义 的 。 我们 把 运 
动 儿 何 定义 为 研究 图 形 在 运动 下 保持 不 变 的 那些 性 质 的 学 
科 ， 换 一 种 说 法 ， 就 是 在 这 种 儿 何 中 我 们 把 经 过 运动 能 够 披 
此 全 合 的 两 个 图 形 ， 也 就 是 把 两 个 双 等 的 图 形 看 成 是 不 可 区 
别 的 。 我 们 把 相似 几何 定义 为 研究 图 形 在 相似 变换 下 保持 不 
变 的 那些 性 质 的 学 科 ， 换 句 话 说 ， 在 这 种 几何 中 ， 我 们 认为 
两 个 图 形 是 不 可 区 别 的 ， 如 果 用 相似 变换 能 够 将 其 中 的 -一 个 
图 形变 成 另 一 个 图 形 ， 简单 地 说 ， 在 这 里 用 “相似 变换 ” 代 
替 了 上 面 的 “全 等 ”》。 按 照 这 种 思想 ， 我 们 定义 两 个 图 形 对 
于 确定 的 一 类 变换 是 等 价 的 ， 如 果 在 这 类 变换 中 有 一 个 变换 


@ 在 相似 几何 中 ， 只 有 用 角度 以 及 距离 之 比 所 描述 的 性 质 才 是 图 形 的 与 
谋 量 有 关 的 几何 性 质 。 所 以 在 这 种 几何 中 的 作 图 问题 ， 只 能 是 包含 图 形 的 直线 
间 的 某 些 夹 角 、 和 它 的 点 之 间距 离 的 比 信 那 样 一 类 问题 。 例 如 ， 给 定 角 4 及 其 
平分 角 线 的 长 度 与 自 顶点 B 所 作 的 高 之 比 ， 求 作 三 角形 48C。 要 解 这 个 问题 ， 
就 是 要 找 在 一 个 顶点 具有 给 定 角 ， 并 且 其 角 平 分 线 和 另 一 个 顶点 的 高 有 给 定 比 
的 相似 三 角形 中 的 任何 一 个 三 角形 。 
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把 其 中 的 一 个 图 形变 成 另 一 个 图 形 1 。 与 这 个 变换 类 相对 应 
的 几何 ， 就 定义 为 研究 图 形 在 这 类 变换 下 保持 不 变 的 那些 性 
质 的 学 科 。 

现在 我 们 接近 于 最 终 回 签 什么 是 儿 何 这 个 问题 了 ， 要 给 
出 见 何 〈 更 确切 些 ， 是 至 部 不 同 的 几何 》 的 一 个 完整 的 定 
义 ， 我 们 还 需要 说 明 对 于 规定 一 种 特定 的 几何 宰 换 类 应当 加 
上 哪 些 限制 (如果 需要 加 某 些 限制 的 话 ). 

加 一 定 的 限制 的 必要 性 
龙 相 当 明 显 的 ， 例 如 ， 假 定 
我 们 试图 定义 “反射 儿 何 ” 
为 研究 图 形 在 对 于 直线 的 反 
射 下 保持 不 变 的 那些 性 质 ， 


且 仅 仅 是 那些 性 质 。 在 这 种 
假设 的 几何 中 ， 关 于 直线 ! ) 
对 称 的 两 个 图 形 F 和 FF’( 图 六 
2 ) 将 属于 同一 个 类 ， 帮 且 
由 于 fF” 关于 直线 mm 与 FF 对 四 2 
称 ， 忆 和 F 也 将 属于 同一 个 类 ; 然而 fF 和 P 关于 任何 直 
线 都 不 对 称 、 这 样 ， 在 我 们 假设 的 几何 中 不 能 引进 一 种 有 
效 的 等 价 类 的 集合 F 和 F” 虽然 都 与 属于 同一 个 类 ， 但 
它们 却 不 在 同一 个 类 中 ! 

为 了 看 出 应 当 把 什么 样 的 限制 加 到 作为 一 种 几何 的 基础 
的 变换 类 上 上面， 我们 更 严格 地 来 考虑 图 形 的 等 价 关 系 . 
根据 我 们 在 数学 、 共 它 学 科 和 日 常生 活 中 关于 等 价 关 系 


山 在 后 面 我 们 要 引进 比 由 相似 变换 所 构成 的 类 更 为 一 般 的 变换 类 。 
包 例如 ， 这 是 由 于 这 样 的 事实 ， 关 于 一 条 直线 对 称 的 两 个 图 形 总 是 反 向 
全 等 的 ， 而 图 形 F 和 FY 却 是 正 向 全 等 的 (参看 《几何 变换 了》 第 二 册 ) 。 
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的 经 验 ， 图 形 的 等 价 关 系 必须 满足 下 列 要 求 ; 
1 .每 个 图 形 同 它 自 己 等 价 。 
2. 如 果 图 形 上 等 价 于 图 形 上 ， 那 末 反 过 来 二 等 价 于 
rF . 


3. 如 果 图 形 下 等 和 价 于 图 形 fI,，F ,又 等 价 于 图 形 F’， 
则 了 等 价 于 FF 

如 果 我 们 的 变换 类 G 具有 下 列 性 质 ， 上 面 这 些 要 求 肯定 
能 够 满足 ， 

1.C 和 包含 恒 同 变换 ( 即 保持 每 个 图 形 逐 点 国定 的 变换 )。. 

2. 如 果 二 所 含 把 图 形 厂 变 成 图 形 直 的 变换 ， 则 C 
,必定 也 包含 把 上 变 成 三 的 变换 已 〈 称 为 歼 的 这 变换 ) [图 
3(a)]。 

3 .如 有 果 C 包含 把 图 形变 成 图 形 『 的 变换 和 把 下 
变 成 图 形 FF' 的 变换 用 ,， 则 G 必定 也 包含 把 F 变 成 PF!' 的 这 
换 1 《〈 它 称 为 两 个 变换 1 和 了 1 的 “乘积 "中 ) [图 3(b)7]。 
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图 3 


QD Hy 各 的 这 个 复合 卫 3 =1T2。7li，173a(CF) =7T2LTICF)]， 通 常 称 为 
| 和 卫 2 的 “ 软 积 ”，、， 但 是 在 《 儿 何 变换 》 第 一 、 二 山中 把 它 叫 做 “和 ” 。 参 看 
《几何 变换 》 第 二 册 , 第 一 章 ，8$.1 中 的 英 译 者 注 。 
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具有 性 质 1 一 3 的 变换 类 C 称 为 一 个 变 摘 群 。 例 如 ， 所 
有 的 运动 构成 一 个 群 ， 问 样 地 ， 所 有 的 相似 变换 也 构成 一 个 
群 。 平 面 上 绕 一 个 定点 0 的 所 有 的 旋转 也 构成 一 个 群 。 事 实 


上 ， 

1. 恒 同 变换 是 绕 O 点 转 0” (或 360” 的 任意 俏 数 ) 的 
旋转 ; 

2。 绕 0 点 转 a 角 的 旋转 的 逆 ， 是 绕 0 点 按 反 方向 转 过 
同一 角度 4 的 旋转 ; 


3。 绕 0 点 转 a 角 的 旋转 与 绕 O 点 辕 B 角 的 旋转 的 乘 
积 ， 是 绕 0 点 转 a+ 6 角 的 旋转 

跟 绕 一 点 的 旋转 相反 ， 平 面 上 所 有 旋 屠 所 构成 的 类 不 成 
为 一 个 群 ， 两 个 旋转 的 乘积 可 以 变 成 一 个 平移 而 不 再 是 一 个 
旋转 〈 参 看 《几何 变换 》 第 一 册 ， 第 一 章 ，8$ 2). 平面 上 
所 有 对 直线 的 反射 也 不 构成 一 个 群 ， 因为 群 的 定义 中 的 条 件 
3 和 1 都 不 能 满足 《两 个 反射 的 乘积 一 般 不 是 关于 一 条 直线 
的 反射 ， 参 看 《几何 变换 》 第 一 册 ， 第 二 章 ，8 1， 恒 同 变 
换 不 能 表示 为 对 于 一 条 直线 的 反射 ). 

现在 我 们 能 够 叙述 几何 的 定义 如 下 ; 几何 是 研究 图 形 站 
一 个 变换 群 的 变换 下 保持 不 变 的 那些 性 质 的 一 门 学 科 。 这 
二 义 驯 调 了 有 许多 种 了 何不 是 只 且 和 和 关 旧 二 明 关 
了 要 得 到 一 种 几何 ， 只 需要 选择 一 个 变换 群 就 够 了 。 在 中 学 
里 学 习 过 的 运动 几何 和 相似 几何 就 是 两 个 例子 。 在 本 书 的 附 
录 里 我 们 将 要 证 明 ， 汉 曲 几 何 也 能 够 看 成 在 这 种 新 的 意义 下 
的 儿 何 。 z 
把 几何 定义 为 研究 图 形 在 属于 一 个 特定 的 群 的 变换 下 保 
持 不 变 的 那些 性 质 的 学 科 ， 应 归 之 于 德国 数学 家 上 . 克 革 因 
(Klein) 。 虽 然 这 不 是 最 一 般 的 定义 〈 它 不 包括 几何 的 某 些 
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重要 领域 )， 但 已 经 证 明 是 非常 有 用 的 ， 并 且 在 科学 的 发 展 
中 起 了 重要 的 作用 。 特 别 ， 变 换 群 的 概念 现在 已 成 为 近代 数 
学 中 最 重要 的 概念 之 一 工 。 

和 初等 平面 几何 所 关心 的 大 部 分 是 由 直线 和 贺 所 组 成 的 图 
形 。 能 够 证 明 ( 参 看 《几何 变换 》 第 二 册 ， 第 -- 章 ,8 2)， 相 
似 变 换 可 以 定义 为 平面 的 把 直线 变 成 直线 、 圆 变 成 圆 的 变 
换 。 平 面 的 保持 直线 〈 即 直线 变 成 直线 )、 但 不 一 定 保持 加 
的 变换 ， 通 常 昨 做 仿 射 变换 或 伪 射 ， 它 们 构成 一 个 群 @ ， 这 
是 仿 射 几何 的 基础 。 射 影 乎 面 (参看 第 一 章 ,$ 2) 的 保持 站 
线 、 但 不 一 定 保持 圆 的 变换 〈 参 看 第 65 页 中 的 注 Q)， 通 常 称 
为 射影 变换 或 射影 也 构成 一 个 群 ， 它 是 射 彤 几何 的 基础 名 ，。 
平面 的 保持 贺 〈 直 线 可 以 看 成 中 径 是 无 穷 大 的 圆 ) 的 变换 时 


做 加 变换 ， 同 样 构成 一 个 人 形 ， 它 是 友 演 几何 的 基础 ? 


本 书 虽 条 讲 这 候 负 变换 和 射影 变换 ， 但 并 不 是 把 它 作为 


QD 关于 群 论 的 两 本 极 好 的 初等 的 引 论 是 ，P.S. Alexandroff，Amn lntro- 
duction to the Theory of Groups, Hafner .Publishing Co., New York, 
1959， 及 1. 格 拉 斯 曼 和 W. 迈 格 努 斯 的 《 群 和 它 的 图 象 表示 》”( 胡 复 ， 唐 松 
译 ， 科 学 普及 出 版 社 ，1981. 一 一 中 译 者 ) 。 

加 显然 ,如果 一 个 变换 7 把 直 埃 变 成 直线 。 风 其 道 变换 也 把 直线 变 成 .站 
线 ， 如 果 两 个 变换 了 了， 和 72 都 把 嘉 线 变 成 直线 ， 则 它们 的 聚积 也 是 如 此 ， 恒 网 
变换 总 是 保持 直线 ， 所 以 平面 上 保持 直线 的 变换 构 碟 一 个 灶 。 

@ 射影 几何 一 般 是 在 大 学 里 教授 的 。 关 于 这 个 学 科 有 两 本 (英文 的 ) 引 
论 性 的 书 ，.S,M.Coxeter,Projective Geometry, Blaisdell Publ, Co., 
New York, 1964， 和 A.Seidenberg, Lectures in Projective Geometry, D. 
Van Norstrand Co.，Jnc.，Princeton，N.].，1962。 (有关 射 影 几 何 的 中 文 
教材 ， 较 简单 的 有 : 《 空间 解析 几何 引 论 》( 下 册 ) 南齐 大 学 数学 系 ， 人 民 教 
育 出 版 社 ，1978; 《解析 几何 学 》《 第 二 卷 》 下 光明 编 , 高 等 教育 出 版 社 ， 1960, 
较 详 细 的 有 ，《 解析 几何 学 》( 第 二 卷 )B.H. 状 隆 涅 .A. 拉 盆 可 夫 著 ， 陈 
问 ， 周 学 光 ， 线 光明 等 译 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1957。 一 一 中 译 者 ) 

@@ 参看 A.Tulier，A Modern Introduction to Geometries, D. Van 
Nostrand Co., Inc., Princeton, N.J., 1967, 


me 


tr gh rt odie ee! = 7 


a 


一 本 学 习 重 要 而 有 趣 的 仿 射 几何 和 射影 几何 的 天门 书 来 写 
的 ， 本 书 的 目的 是 要 表明 (即使 我 们 不 超出 初等 几何 的 范 
围 ) 各 种 不 同 的 几何 的 存在 。 知道 这 一 点 可 能 是 很 有 用 的 . 
芯 如 说 ， 如 果 我 们 断定 菜 一 个 定理 实质 上 是 射影 几何 的 定 
理 《 即 这 个 定理 是 关于 在 射影 变换 下 保持 不 变 的 性 质 的 )， 
那 末 我 们 常常 能 通 简 化 它 的 证 明 。 例 如 ， 假 设 我 们 要 证 明 三 
条 直线 ,l,l5 共 点 。 如 果 我 们 对 定理 中 的 图 形 作 一 个 射影 
变换 ， 这 时 直线 与, ,is 分 别 变 成 直线 上 ,42,13， 则 它们 共 
点 的 充分 必要 条 件 是 局 ,ls ,ls 是 共 点 的 。 于 是 可 能 出 现 这 样 
的 情况 ， 通 过 巧妙 地 选择 这 个 射影 变换 ， 可 使 得 直线 刀 ,1 ， 
!3 的 共 点 性 比 原来 下 线 ,l,ls 的 共 点 性 要 容易 证 明 ， 这 种 
证 明 方 法 ， 在 本 书 中 将 用 许多 各 式 各 样 的 例子 给 以 说 明 。 

我 们 提醒 读者 注意 ， 在 解 本 书 中 的 问题 时 所 用 的 方法 ， 
同 在 《几何 变换 》 第 一 、 二 册 中 所 用 的 方法 有 些 差 别 。 在 那里 
我 们 用 运动 和 相似 变换 对 问题 中 图 形 的 一 个 确定 的 部 分 作 变 
换 ， 而 在 本 书 中 则 将 经 常 是 对 问题 中 的 整个 图 形 作 变 换 。 引 
起 方法 上 的 这 种 差异 的 原因 是 清楚 和 的。 一 个 运动 施行 于 作为 
一 个 整体 的 图 形 上 将 保持 这 个 图 形 不 变 《〈 在 初等 几何 中 我 们 
对 只 有 位 置 差异 的 图 形 不 加 区 别 )， 因 此 问题 并 没有 简 化 。 
但 是 ， 在 证 明 初 等 几何 的 一 个 定理 ， 而 这 个 定理 实质 上 是 身 
影 儿 何 或 反 演 几何 的 一 个 定理 时 ， 我 们 可 以 发 现 对 这 个 问题 
中 的 整个 图 形 作 变 换 会 是 相当 有 签 的 . 

正如 解 本 书 中 的 问题 所 用 的 方法 与 在 《几何 变换 》 第 
一 、 二 册 中 所 用 的 方法 有 些 不 同一 样 ， 问 题 的 性 质 也 有 些 不 
同 。 在 《几何 变换 》 第 一 、 二 册 中 ， 往 往 要 求 读 者 给 出 各 种 
作 图 ， 而 在 本 书 中 通常 则 是 要 求 去 证 明定 理 。 但 是 ， 应 当 指 
出 ， 即 使 在 解 作 图 问题 时 ， 如 同 下 面 三 个 有 趣 的 问题 所 表明 
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的 那样 ， 射 影 变 换 或 反 演 有 时 也 是 有 用 的 ， 

(a) 在 一 个 给 定 的 阅 中 内 接 -个 角形 ， 它 的 边 要 经 过 
平面 上 给 定 的 ?个 点 (参看 第 120 页 ，§ 5 中 的 问题 84(a) ) . 

(b) 作 给 定 圆 的 外 切 n 角形 ， 它 的 顶点 要 在 给 定 的 n 条 
直线 上 (参看 第 120 页 ，$ 5 中 的 问题 84(b))， 

(c) 在 给 定 的 一 个 n 角形 中 内 接 另 一 个 n 角形 ， 它 的 边 
要 经 过 平面 上 给 定 的 nn 个 点 (参看 第 124 页 ，$ 5 中 的 问题 
90) 。 

要 解 上 面 的 第 一 个 问题 而 不 用 射影 变换 或 圆 变换 ， 将 是 
非常 复杂 的 1 。 至 于 第 二 和 第 三 个 问题 ， 还 不 知道 有 不 用 这 
类 变换 的 简单 解法 。 

最 后 ， 我 们 注意 ， 运 用 身影 变换 和 圆 变换 使 我 们 能 够 解 
决 可 能 的 直 愉 作 图 问题 〈 参 看 8$ 5 ) 和 可 能 的 圆规 作 图 〈 参 
看 第 二 章 23 ) 问题 。 


QD 例如 ,参看 工 .I.Golovina 和 U.M.Yaglom，JIntroduction in Geoms- 
try, D.C.Heath and Co., Boston, 1963, pp. 49 一 52。 


加 参考 《几何 变换 》 第 四 册 ， 一 一 英 译 者 
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A er haa rteti nt teeta 


第 一 章 ” 仿 射 变换 和 射影 变换 
( 优 射 和 射影 ) 
1。 平面 到 平面 上 的 平行 射影 
“平面 的 仿 射 变换 
”。 设 x 和 zx’ 是 两 个 不 同 的 (平行 或 相交 的 ) 平 面 ,所谓 7 
到 7' 上 沿 方 向 4 的 平行 射影 , 指 的 是 从 不 到 x' 上 的 一 个 映射， 
它 使 得 平面 二 上 的 每 一 个 点 已 对 应 于 平面 z/ 上 的 点 P/， 己 


(a) (b) 
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在 经 过 了 平行 于 给 定理 线 4 的 直线 上 [图 4Ca) ,《b)] 了 。 这 种 
映射 把 平面 + 上 的 每 个 图 形变 成 在 面 x 上 的 某 个 图 形 F' . 
在 日 光照 射 下 窗户 在 地 板 上 的 影子 (图 5 ) 可 以 看 成 窗户 经 过 
平行 投影 的 结果 = ， 

如 果 平 面 工 和 /平行 ， 则 平行 射影 把 上 的 图 形变 成 
Fr/ 上 的 一 个 至 等 的 图 形 ( 这 时 平行 射影 就 是 空间 沿 直 线 a 的 
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由 显然 ,确定 平面 + 到 平面 -上 的 平行 射影 的 直线 4 必须 不 平行 于 + 和 *”， 


凶 ”由 于 从 地 面 到 太阳 的 距离 很 远 ， 我 们 可 以 假定 它 的 光线 是 平行 的 ， 
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方向 的 平移 ， 参 看 图 4(a) )。 如果 友和 /不 平行 ， 则 平行 
射影 改变 图 形 的 形态 (参看 外 4(b) 和 我 们 可 以 注意 在 时 此 和 
傍晚 物体 和 它 的 影子 的 形状 会 有 多 么 大 的 益 异 )。 

有 时， 不 去 虹 拉 艺 虑 给 定 的 图 形 ， 何 去 苑 虐 它 在 适当 的 
平行 射影 下 的 骨 ， 可 能 会 使 几何 问题 的 解 得 到 向 化 。 本 季 专 
门 讨 诊 这 种 解 题 的 方法 。 但 是 ， 我 们 必须 首先 研究 平行 射影 
的 基本 性 质 。 

A. 平行 射影 把 开 上 的 过 线 映射 成 T 上 的 站 线 。 实 i 
上 ， 遂 过 平面 的 点 线 i 上 的 点 且 平 行 于 4 的 渣 线 构成 一 张 
平面 c( 经 过 ! 且 平 行 于 a )。 由 此 ，/! 在 上 述 平 行 射影 下 的 
象 就 是 平面 ac 同 7 的 交 线 !'( 图 6)。 反之 ，T 上 的 每 一 条 
直线 都 是 7 上 某 一 直线 的 象 。 


位 


. 图 了 . 

B. 平行 射影 把 平行 直线 变 成 平行 直线 .实际 上 ,如果 
上 的 直线 上 和 扇 平行 ， 则 与 a 平行 且 分 别 通过 二 和 记 的 平面 
rc 和 ci 平行 ,从 而 平面 c 和 ci 同 r/ 的 交 线 以 和 必 也 平行 (图 7) ， 


中 用 类 似 于 定 驻 平面 上 的 平移 的 方式 定义 空间 中 的 平移 (人 参 姓 《 儿 何 变换 》 
第 一 天, 第 一 章 ，$ 1)，。 
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了 


C， 平行 射影 保持 两 条 共 钱 前 线段 草 长 度 之 比 不 蛮 。 这 
是 下 述 定理 的 直接 推论 ， 与 一 个 角 的 两 边 相 交 的 平行 线 在 这 
两 边 上 截 得 成 比例 的 线段 (参看 图 8(a) ,其 中 ABY/BC = 47B/ 
/B’C!’ ), 


(a) (by 
图 8 


平行 射影 也 保持 平行 线 上 两 个 线段 的 长 度 之 比 不 变 。 实 
际 上 ， 设 48 和 CD 是 平面 上 的 两 个 线段 ,4B / CD, 命 E 
是 均线 4B 上 的 点 ， 使 得 ED / AC[ 图 8Cb)], 平行 射影 把 
平行 四 边 形 ACDE 变 成 平行 四 边 形 A4'C'D’'E’( 因 为 线段 
AB 变 成 线段 4' 有 B'， 且 平行 线 变 成 平行 线 )， 因 此 (考虑 到 
平行 射影 保持 两 个 共 线 线段 的 长 度 之 比 不 变 ) 我 们 有 … 

CD AE A’E’ CD’ 


EO 


AB AB™ A’B’ ~ A’B’. : 
D 。 平行 射 彩 保持 平面 上 西 个 图形 的 面 积 之 比 不 变 。 为 
证 明 这 个 结论 ， 在 平面 + 上 画 双 等 的 正方 形 网 格 。 性 质 B 和 
C 意味 着 平行 射影 把 这 个 正方 形 网 格 变 成 rx' 上 的 全 等 平行 
四 边 形 的 网 格 (图 9 )。 设 已 和 F, 是 了 上 的 两 个 图 形 ， 并 设 
Fi 和 Fs 表示 在 平行 射影 下 它们 在 /上 的 象 。 如 果 正 方形 网 
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格 充 分 细 ， 则 在 下 内 部 的 正方 形 的 个 数 与 在 f, 内 部 的 正方 
形 的 个 数 之 比 跟 图 形 Fi 和 了 , 的 面积 之 比 S1/S, 的 差 可 以 任 
- 意 小 了 ,类似 地 ,内 部 的 平行 四 边 形 的 个 数 与 Fs 内 部 的 在 


SN 


NA 


全 


图 9 
行 四 边 形 的 个 数 之 比 跟 F' 和 F; 的 面积 之 比 S1/S5; 的 差 也 可 


任意 小 ， 由 于 F 内 的 正方 形 的 个 数 等 于 Fi 内 的 平 行 四 边 形 
的 个 数 ， 以 及 已 内 正方 形 的 个 数 等 于 内 平行 四 边 形 的 个 
数 ， 我 们 即 可 得 到 所 要 的 结论 
. 51/5,.=01/32. 

现在 我 们 来 证 明 关 于 平行 射影 的 下 列 基 本 定理 。 

定理 1 设 A, B,C 是 平面 + 上 汪 个 不 基线 的 点 ，M， 
N ,了 是 平面 x 上 的 三 个 不 共 线 的 点 ， 则 可 以 把 平面 和 x 
放置 在 空间 中 ,使 得 存在 二 到 /上 的 一 个 平行 射影 把 人 4BC 
映射 成 与 AMNP 相似 的 人 4 BC 


人 51/52 是 Fi 内 正方 形 的 个 数 与 F2 内 正方 形 的 个 数 之 比 当 网 格 中 正方 形 
的 边 长 无 限 减 小 时 的 极限 。 
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为 此 ， 只 需 把 给 定 的 平面 和 z/ 帮 得 使 它们 沿 直线 AB 
相交 ,然后 在 平面 z/ 上 选取 一 点 C ,使 得 AABC'o AMNP， 
则 所 杰 的 平行 射影 由 直线 CC’ 确定 (图 10)， 


1. 斌 证明 三 角形 的 三 条 中 线 共 点 (即刻 于 一 点 )。 

2. 试 证 明 梯形 的 非 平 行 边 的 延长 线 的 交点 同 梯形 对 角 
匀 的 交点 的 运 员 分 棉 形 的 放 。 z 

3. 设 ! 和 六 是 平面 上 给 定 的 两 条 平行 直线。 

(a) 读音 用 尺 平分 直线 1 上 的 线段 4 了 。 

(b) 试 单 用 省 尺 作 通 过 给 定点 针 且 平行 于 ! 和 上 4 的 一 条 
直线 ， 

问题 3Ca) 的 一 个 推广 是 下 节 的 问题 32(b)。 

4. 设 M,N ,了 分别 是 在 三 角形 ABC 的 边 AB,BC,CA 
土 的 三 个 点 ， 使 得 AM/MB = BN /NC = CP/PA， 试 证 明 ; 

(a) 八 MNP 的 中 线 的 交点 同 八 4B8C 的 中 线 的 交点 重 
合 ; 

(b) 由 直线 AN ,BP,C 邓 构成 的 三 角形 的 中 线 的 变 点 同 
和 人 45BC 的 中 线 的 交点 重合 


EE .he EP tir pe mnie er 


使 得 三 角形 4BAM ,BCM,C4M 的 面积 相等 。 
6 ， 设 4 , ,CI 分 别 是 三 角形 ABCL 的 边 BC,CA,AB 
上 的 点 ， 它 们 使 得 
z 24 CB, _AC, _ 
AC -BA-CB=«. 


又 设 及,,B,,C, 分 别 是 八 A1B1C1 的 边 B,C， ,LA ,A1B, 于 

的 点 ， 它 们 使 得 
GA, AB, _BC, 
AB, ‘BC CA |.* 

试 证 明 三 角形 4BC 和 4。8,C, 相 似 . 

7. 设 K , 工 ,M 分 别 是 面积 为 1 的 三 角形 48C 的 三 条 
边 上 的 点 ， 工 且 分 别 分 各 自 所 在 的 边 成 比 i,K,,Ks。 试 证 明 
三 角形 KLM 的 面积 只 与 数 后 ,fs ,fs 有 关 ， 与 究 融 是 哪 条 边 
分 成 哪 一 个 比 无 关 。 

8. 经 过 三 角形 4BC 的 每 一 个 顶点 作 两 条 直线 三 等 分 
对 边 。 这 六 条 直线 确定 一 个 六 角形 [图 11(a)]。 试 证 明 连接 
这 个 六 角形 的 对 顶点 的 对 角 线 交 于 一 点 ， 


4 C A C 
(a) (b) 


图 11 
在 问题 8 中 我 们 假定 从 A4BC 的 每 一 个 顶点 所 作 的 两 
条 直线 三 等 分 对 边 ， 如 果 把 这 个 假设 改 成 这 些 直线 三 等 分 顶 
16 


角 ， 我 们 可 以 得 到 问题 8 中 的 定理 的 一 个 有 趣 的 变形 [网 
11(b)]?. : 

9， 设 和 M,N ,局 是 三 角形 ABC 的 边 名 4AB,BC,AC 上 的 
点 。 试 证 明 : * 

(a) 如 果 点 Mi ,NiP 分 别 跟 M,N,P 关 于 边 4B,BC， 
4C 的 中 点 对 称 [图 12(a)]， 则 三 角形 MNP 和 M,N1P, 的 面 


积 相等 (特别 ， 如 果 点 M,N ,;, 卫 共 线 ， 则 点 M,, AP 也 共 
线 )， 


(b) 如 果 Mi ,Ni,P, 分 别 是 人 A4BC 的 边 4C,B4,CB 上 
的 点 ， 使 得 MA 1 BC，NN, J C4，PP, /4B[ 图 12(b)]， 
则 三 角形 MNP 和 MiNiP, 的 面积 相等 (特别 ， 如 果 点 M,N ， 
P 共 线 ， 则 | 点 Mi, 入 , ,Pi 也 共 线 )， 

10， 设 点 M,N ,PP 和 Mi,Ni,P, 的 取 法 如 9(a)。 试 证 明 


@ 在 Coxeter 的 Introduction to Geometry (2nd ed,)pp.25, 423(Ex.1) 
或 在 本 丛书 中 他 的 著作 《几何 学 的 新 探索 》( 陈 维 杠 译 。 北 京 大 学 出 版 社 ，1986， 
中 译 者 )，pp。56,188 《上 x.1) 可 以 找到 一 个 特别 简单 的 证 明 ， 

把” 在 这 里 和 在 问题 0 中， 三 角形 的“ 边 ” 指 的 是 经 过 两 个 顶点 的 理 条 直 
线 ， 而 不 仅仅 是 连接 顶点 的 线段 。 
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以 AN,BP,CM 为 边 的 三 角形 与 以 AN BF CU 为 边 的 三 
角形 面积 相等 (特别 ， 如 果 直 线 4N,BP,CAM 共 点 ， 则 直线 
4Ni,BP, ,CAM 也 共 点 )。 
11. (a) 设 ! 是 通过 三 角形 ABC 的 中 线 的 交点 村 的 这 
线 ， 交 三 角形 的 边 于 点 R,S ,T(R 和 S 在 M 的 同一 侧 )。 斌 
证 明 
1 1 1 
MR+MS = MT 
(b) 设 ! 是 经 过 平行 四 边 形 MNPQ. 的 顶点 M 的 直线 ， 
并 交 直 线 NP,PQ,NQ 于 点 R,S ,了 . 试 证 明 
] 1 1 
MR +*MS “MT. 
12. 试 在 给 定 的 三 角形 ABC 中 内 接 一 个 具 有 给 定 面积 
o 的 矩形 ， 使 它 的 两 个 顶点 在 边 4B 上 ， 共 余 的 顶点 分 别 在 
边 CA 和 CB 上 ， 
13. 三 角形 4BC 的 边 是 三 个 平行 四 边 形 的 对 角 线 ， 这 
些 平 行 四 边 形 的 边 有 相同 的 方向 (图 13?。 试 证 明 这 些 平行 四 
边 形 的 另 一 条 对 角 线 共 点 ， 
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， 斌 证明， 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 的 中 点 的 连 线 于 
分 四 地形 的 对 过 点 的 连 线段 (图 14)。 (显然 ， 要 使 得 对 边 
相交 ， 这 个 四 边 形 不 能 是 平行 四 边 形 或 梯形 。)》 


图 14 


在 问题 14 中 的 定理 常常 陈述 成 不 同 的 形式 .四 条 直线 
(其 中 没有 三 条 线 共 点 ， 并 且 任 意 两 条 都 不 平行 ) 构 成 的 图 形 
称 为 完全 四 边 形 ， 这 四 条 直线 (这 个 完 人 至 四 边 形 的 边 ) 的 六 个 
交点 称 为 它 的 项 点 ， 对 顶点 ( 即 不 在 同一 边 上 的 顶点) 的 连 线 
称 为 它 的 对 角 线 。 用 这 些 术语 可 以 将 问题 14 陈 述 如 下 ， 完 双 
四边 形 的 对 角 线 和 的 中 点 共 线 (高 斯 定理 或 完全 四 边 形 定理 ). 

15. (a) 1 有 Al, Bl ,C1,D ! 分 别 是 平行 四 边 形 4BCD 的 边 
CD,DA,AB,BC 上 的 点 ， 它 们 和 使 得 

CA _ DB, AC, BD, 


-1 
3 


CD = = DA ~ AB BC 


试 证 明 由 直线 AA,, BB,,CCi,DD， 构成 的 四 边 形 的 面积 是 军 


行 四 边 形 4BCD 的 面积 的 1/13， 
(b)》 设 A1,B1,Ci 分 别 是 三 角形 4BC 的 边 BC,C4,4B 上 
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的 点 ， 它 们 使 得 
BA, _CB, _AC.; 
BC CA MAB 
试 证 明 由 直线 44,,BB,,CC, 确定 的 三 角形 的 面积 是 人 ABC 
的 面积 的 1/7.， 
16， 试 证 明 塞 瓦 (Ceva) 定理， 设 M,N ,了 分 别 是 三 角形 
ABC 的 边 4B,BC,CA 上 的 点 (但 不 在 它们 的 延长 线 上 ) ,并 设 


AM BN CP 
MF NC "PA! 


则 直线 AN，BP，CM 共 点 ， 

在 《几何 变换 》 第 二 册 ,第 一 理 ,》 1 的 问题 27(b) 和 本 
书 §$ 2 的 问题 34(b) 中 ， 给 出 了 提 法 更 为 完全 的 塞 瓦 定理 的 
一 个 证 明 ， 在 $ 2 中 还 有 这 个 重要 定理 的 许多 应 用 ， 


到 现在 为 止 ， 我 们 总 假设 平面 并 和 /是 不 同 的 ， 这 就 
是 为 什么 在 这 一 节 中 我 们 宁可 说 平面 r 到 平面 7’ 上 的 映射 ， 
而 不 说 平面 到 它 自身 上 的 变换 〈 例 如 《几何 变换 》 第 一 册 和 
第 二 册 中 所 研究 的 等 距 变 换 和 相似 变换 ) 的 原因 。 

现在 我 们 来 考虑 平面 工 到 它 自 身上 的 用 下 述 方 法 得 到 的 
变换 ， 先 在 空间 中 移动 了 的 位 置 ， 然 后 用 平行 射影 把 它 映 射 
到 它 原 来 的 位 置 上 。 这 种 变换 我 们 称 之 为 平面 到 它 自 身上 的 
于 行 射影 。 每 一 个 等 距 变 换 是 平面 的 这 种 变换 的 特殊 情形 ，; 
当 平面 在 空间 中 的 新 位 置 平 行 于 它 原 来 的 位 置 时 ， 平 面 到 它 
目 身 上 的 平行 射影 就 是 等 距 变 换 。 

从 平行 射影 的 性 质 A 可 以 推出 ， 在 平面 到 它 自 身上 的 平 
行 射 影 下 ， 让 线 变 成 直线 。 平 面 到 它 自 身上 的 将 直线 变 成 本 
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线 的 1-1 变 换 称 为 仿 射 变换 或 优 射 。 平 面 的 等 距 变 换 和 相似 
变换 是 仿 射 的 最 简单 的 例子 。 比 它们 较为 一 般 的 例子 是 平面 
到 它 自身 上 的 平行 射影 ， 由 于 它 不 一 定 保持 线段 的 长 度 之 
比 不 变 。 因 而 一 般 说 来 会 改变 图 形 的 形状 。 

可 以 证 明 ， 平 面 的 每 一 个 仿 射 基 本 上 是 平面 到 它 自身 上 
的 一 个 平行 射影 ， 事 实 上 ， 下 面 的 定理 成 立 ， 

定理 2 ”平面 的 每 一 个 优 射 可 以 用 平面 到 它 自 身上 的 一 
个 平行 射影 ， 随 后 再 作 一 个 相似 变换 来 实现 。 

这 个 定理 表明 ， 研 究 仿 射 变换 的 性 质 ， 和 研究 平面 到 它 
自身 上 的 平行 射影 和 相似 变换 的 共同 性 质 是 一 回 事 ?; 特 
别 , 它 意味 着 平面 的 仿 射 有 性 质 B ,C ,D ,因为 它们 都 是 平面 
到 它 自身 上 的 平行 射影 和 相似 变换 所 共同 具有 的 性 质 。 定 理 
2 还 揭示 了 平面 到 它 自身 上 的 两 个 或 多 个 平行 射影 的 乘积 的 
性 质 ， 那 就 是 说 ， 它 证 明了 这 种 乘积 还 是 平面 到 它 自 身上 的 
平行 射影 、 或 者 是 平行 射影 随后 青 作 一 个 相似 变换 (因为 这 
种 乘积 显然 是 平面 的 一 个 仿 射 ) 。 

定理 2 是 定理 1 和 下 列 定理 的 结果 ; 

定理 3 ”有 了 唯一 的 平面 仿 射 把 不 共 线 的 三 个 点 4 ,B ,C 
变 成 不 共 线 的 三 个 点 A’,B’ ,C7. 

如 果 我 们 假设 定理 3 已 经 证 明 ， 则 定理 2 就 容易 推出 
来 .实际 上 ,由 于 只 有 唯一 的 仿 射 把 给 定 的 一 个 三 角形 ABC 变 
成 给 定 的 三 角形 4’B’'C’ ,这 个 变换 必定 和 下 面 所 说 的 变换 
相 一 致 ， 该 变换 就 是 平面 到 它 自 身上 的 平行 射影 随后 再 作 相 
似 变 换 , 工 且 其 结果 也 要 把 三 角形 ABC 变 成 三 角形 A’B’C’ 
(从 定理 1 可 知 这 种 平行 射影 和 相似 变换 是 存在 的 ) 。 现 在 


@ 定理 2 说 明 仿 射 变换 可 以 定义 为 平面 到 它 自身 上 的 平行 射影 随后 再 作 
一 个 相似 变换 (参看 《 几何 变换 》 第 一 般 ， 第 二 章 ，§2) ， 
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只 剩 下 定理 3 向 待 证 明了， 

这 个 证 明 的 想法 如 下 ， 假设 一 个 仿 射 把 三 点 4 ,B,C 变 
成 给 定 的 三 点 A',B8’,C'。 我 们 要 证 明 这 时 平面 上 每 个 点 MM 
的 象 M “也 就 确定 了 。 为 此 ， 首 先 找 出 其 象 是 确定 的 若干 
点 ， 然 后 找 出 更 多 的 这 种 点 ， 再 找 出 更 多 的 这 种 点 ， 等 等 
用 这 种 太 法 我 们 可 以 在 平面 上 得 到 任意 稠密 的 一 个 点 集 ， 这 
些 点 在 考虑 的 优 射 下 的 象 都 是 能 够 作出 的 。 这 样 ， 对 于 和 平面 
上 的 每 个 点 M， 在 那个 点 集中 都 有 任意 接 近 于 M 的 点 。 其 
炎 ， 我 们 可 以 把 任意 点 M 包 含 在 任意 小 的 一 个 多 角形 内 部 ， 
这 个 多 角形 的 项 点 属于 其 象 已 经 确定 的 那个 点 集 。 因 此 ， 每 
个 这 样 的 多 角形 都 变 成 一 个 确定 的 多 角形， 从 而 点 MM 的 象 
M' 跟 着 也 就 可 以 确定 2 ， 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 


A 1 B 
ERASASNASNA 


图 15 ta) 


(D 严格 地 说 ， 从 定理 3 和 定理 1 只 能 推出 ， 把 至 少 一 组 不 共 线 的 三 点 4， 
B,C 变 成 一 组 不 共 线 的 三 点 4 ,B,C 的 平 面 上 的 每 一 个 仿 射 ， 可 以 用 平面 到 
它 自身 上 的 平行 射影 局 一 个 相似 变换 的 守 积 来 实现 。 然 而 ， 容 易 看 到 ， 我 们 不 
可 能 有 把 每 个 三 点 组 都 变 成 共 线 的 三 点 组 的 仿 射 变换 。 事 实 上。 如 果 每 个 三 点 
组 4,B,M 《其 中 4,8 阁 定 ，M 任 意 〉 都 变 成 共 线 的 三 个 象 点 4 ,8 , ， 则 平面 
上 所 方 的 点 都 将 变 成 直线 4’8 上 的 点 ， 与 平面 上 仿 射 变换 的 定义 相 了 矛盾 (参看 
上 上 页 ) 。 

@@ 虽然 这 些 解释 使 得 定理 3 似乎 是 有 道理 的 ， 但 它 并 不 构成 一 个 严格 的 
证 明 ， 单 任 我 们 丰 一 个 其 象 为 已 知 的 任意 稠密 的 点 集 这 一 事实 ， 不 能 推出 每 一 
个 点 都 包含 在 这 个 柴 中 (例如 ， 在 z* 轴 上 有理 点 的 任意 一 个 集合 无论 怎样 秽 
密 ， 都 不 能 包含 坐标 *= 2 的 点 )。 如此， 尽管 我 们 知道 任意 接 近 于 M 的 点 
的 象 ， 还 是 可 能 存在 我 们 不 知道 它 的 象 的 点 外。 要 使 上 面 的 说 明成 为 定理 3 的 
严格 的 证 明 ， 还 需要 用 到 在 这 里 我 们 设 有 讲 的 另外 的 事实 ， 在 这 方面 可 以 看 ， 
例如 ，H.S.M.Coxeter 的 lntroduction to Geometry, J.Wiley and Sons, 
Inc., New York, 1961, 
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下 面 我 们 来 说 明 如 何 做 出 上 面 讲 到 的 那个 点 集 。 为 此 要 
利用 优 射 的 下 述 性 质 ， 仿 射 把 平行 线 变 成 平行 线 。 因 为 如 蓝 
不 然 ， 两 条 平行 线 ! 和 普 变 成 两 条 相交 的 直线 ， 则 它们 的 交 
点 的 原 象 将 同时 属于 ! 和 m ， 而 这 是 不 可 能 的 ”， 

”” 设 L 表 示 枯 线 4B,1, 表 示 相 线 4C。 我 们 的 变换 把 4 变 
成 经 过 点 A’,B’ 的 站 线 (1 ,!, 变 成 经 过 点 4A’',C’ 的 站 线性 。 
设 CD 是 经 过 C 平行 于 的 将 线 ，BD 是 经 过 B 平 行 于 1 的 
直线 [图 15(a)]。 由 于 优 身 把 平行 线 变 成 于 行 线 ，CD 变 成 
经 过 C/ 平 行 于 局 的 直线 ，BD 则 变 成 经 过 中 平行 于 心 的 直 
线 ， 从 而 口 变 成 这 两 条 直线 的 交点 D ,这 样 ， 图 15Ca) 中 的 
平行 四 边 形 4BCD 就 变 成 平行 四 边 形 A’B'C'D’， 并 且 
ABCD 的 对 角 线 AD 和 BC 的 交点 0O 变 成 4’B’'C'D’ 的 对 
角 线 A'D’ 和 BC’ 的 交点 0'。 现在 考 虚 4BCD 的 中 线 ， 
即 经 过 O 点 分 别 平行 于 忆 和 必 的 直线 ， 它 们 的 象 是 经 过 0O/ 
分 别 平行 于 改 和 总 的 直线 ， 即 A4'B'C'D' 的 中 线 ; 换 句 话 
说 ，ABCD 的 中 线 同和 的 交点 变 成 4’B'C'D’' 的 边 的 

中 点 。 ， 

其 次 ， 正 如 我 们 对 ABCD 所 作 的 那样 ， 对 平 行 四 边 形 
ABCD 被 它 的 中 线 所 分 得 的 四 个 小 平行 四 边 形 中 的 每 一 个 ， 
都 作 同 样 的 处 理 ， 依 此 类 推 [图 15(a)]。 这 就 在 ABCD 的 内 
部 给 出 了 平行 四 边 形 的 格子 〈 即 一 个 网 ) ,我 们 的 仿 射 变换 把 
这 个 格子 变 成 4B'C’D "内 部 的 平行 四 边 形 的 格子 , ABCD 
中 的 格子 点 变 成 4'B'C’'D’ 中 的 相应 的 格子 点 。 充 分 多 次 
地 重复 这 个 过 程 ， 总 能 使 得 在 我 们 网 中 的 平行 四 边 形 的 边 长 
任意 小 ， 并 且 使 得 格子 点 任意 稠密 。 


QD 注意 ， 仿 射 把 看 交 直线 变 成 相交 直线 。 
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外 15(b) 


下 面 ， 我 们 通过 A 和 也 分别 作 平 行 于 BC 的 直线 ， 通 过 
B 和 C 作 平 行 于 AD 的 直线 。 在 我 们 的 优 射 变换 下 ， 它 们 的 
象 是 分 别 通过 A/ 和 D“ 且 平行 于 BC 的 直线 , 及 通过 昌 和 
C* 日 平行 于 AD 的 直线 。 用 这 种 方法 我 们 得 到 其 面积 是 
ABCD 的 面积 的 两 倍 的 平行 四 边 形 KLMN，、 它 的 象 是 可 以 
作出 的 平行 四 边 形 KL’'M'N ’， 重 复 这 个 过 程 ， 我 们 可 以 
得 到 其 面积 有 48CD 的 面积 四 倍 大 的 平行 四 边 形 PORS， 
PQRS 的 边 平行 二 ABCD 的 边 [ 图 15(b)]， 它 的 象 则 是 可 以 
作出 的 平行 四 边 形 P'Q RS ， 依 此 类 推 , 

把 上 面 讲 的 两 个 过 程 (做 出 不 断 增 大 的 、 且 其 象 可 知 的 
平行 四 边 形 ， 和 在 它们 的 内 部 做 出 念 来 念 小 的 、 且 其 象 可 知 
的 平行 四 边 形 ) 结合 起 来 ， 在 平面 上 可 以 做 出 一 个 秽 密 的 点 
集 ， 其 中 的 点 在 我 们 的 仿 射 下 的 象 可 以 确定 ， 这 就 是 我 们 所 
要 的 点 集 . 
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2. 平面 到 平面 上 的 中 心 射影 
平面 的 射影 变换 


设 关 和 和 “是 空间 中 的 两 个 平面 。 我 们 选 定 不 在 志和 丈 / 
上 的 一 个 点 DO ， 厦 且 从 O 把 平面 并 射影 到 平面 式 ， 即 对 于 
Tx 上 的 每 一 个 点 P， 让 它 对 应 于 x 上 属于 可 线 OP 的 点 全 
[图 16(a) ,(b)]， 


上 面 定 义 的 决 射 称 为 〈 从 工 到 和 并 的 ) 中心 站 0 点 的 中 
心 射 影 在 中 心 射 影 下 ，x 上 的 图 形 了 的 象 是 TT 上 的 茶 个 
图 形 上 (例如 ， 设 想 籽 光明 亮 的 房间 中 一 个 鹤 卢 的 框架 在 
夜里 投影 到 街道 上 的 影子 :图 17)。 
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图 17 


如 果 平 三 工 和 平行， 则 从 工 到 地 /的 中 心 射影 把 地 王 
的 每 个 图 形变 成 x 上 的 一 个 与 它 相 似 的 图 形 F/( 这 种 情 
况 给 出 了 宏 间 中 以 点 六 中心 的 的 中 心 相 似 了 ;参看 图 16(a).) 
以 后 我 们 让 要 考虑 和 XTX’ 不 平行 的 情形 [图 16(b)] 

iE， 人 失忆 上 下 ， 人 上 
并 "上汽 有 条 ， 这 直线 就 是 经 过 O 点 平行 于 工 ' 的 平 面 与 zt 的 


QC 参看 《几何 变换 》 第 二 册 中 第 一 章 ，$ 1 的 注 忆 。 
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交 线 xX[ 图 18Ca)]。 类 似 地 ，z 上 有 一 商 线 ， 即 经 过 0 点 平 
行 于 的 平面 与 7 的 交 线 y ， 它 的 点 在 平面 X 上 没有 了 原 
象 [图 18Cb)]. 

这 样 ， 在 从 平面 到 平面 x 的 中 心 射影 下 ， 有 两 笨 王 
线 《一 条 在 上， 另 - 一 条 在 x 上) 处 于 特殊 的 地 位 ， 我 们 
称 之 为 下 面 T 和 7 上 的 特殊 直线 1 。 

中 心 射 影 比 平行 射影 会 使 图 形 发 生 更 大 的 变形 。 在 中 心 
射影 下 ,一 个 线段 的 象 可 能 是 一 个 线 租 ,也 可 能 是 一 条 射线 或 
两 条 射线 (图 19) , 洒 : “个 三 角形 的 象 则 可 以 是 图 20(a) 一 (ec) 
中 画册 的 任何 一 个 图 形 ， 

有 了 时 候 用 适当 的 中 心 射 影 可 能 使 一 个 复杂 的 区 形 得 到 简 
化 ， 从 而 使 得 关于 这 个 图 形 的 其 些 问 题 较 易 解决 。 在 这 时 我 
们 要 用 到 中 心 射 影 的 下 列 性 质 : 

A， 中 心 射 影 把 元 上 的 直线 变 成 工 上 的 直线 (一 个 例 
外 是 亏 王 的 特殊 站 线 x， 在 前 面 已 经 指出 ，x 上 的 点 不 变 成 
x 上 的 任何 点 ) 。 | 

其 实 ， 中 将 线 开 上 的 
点 同 O 点 的 连 线 构成 一 个 平 
面 0。 上 以 0 为 中 心 的 射影 
! 变 成 9 与 x 的 交 线 必 ( 图 
21)。 

反之 ，X 上 的 每 一 条 
直线 (除去 特殊 直线 y 
外 ) 都 是 平面 区 上 某 一 条 直 
线 1 的 尔 。 图 21 


中 显然 x 平行 于 7’， 它 们 都 与 平面 "和 * 的 交 线 平行 。 
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B ， 蔡 平 面 工 上 的 站 线 1 和 如 交 于 特殊 直线 上 的 一 
古 Af， 则 在 中 心 射影 下 它们 的 亲 是 XT 上 前 两 条 平行 直线 六 
和 |。 

其 实 ， 在 这 时 由 点 O 和 直线 ,ls 分 别 确定 的 两 个 平面 
01,0, 变 于 与 下 /平行 的 直线 OM。 因 此 ，L 和 ,4 的 授 影 六 和 | 
,是 7 上 的 平行 直线 [ 悦 22(a),。 


图 22 (a) 


图 22(b) 
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中 心 射 影 把 TT 上 的 两 条 平行 王 线 和 m, 变 成 XT 上 的 两 
条 直线 mi 各;， 它 们 的 交点 名 “在 特殊 直线 y 上。 这 从 下 
列 事实 可 以 推出 ， 由 点 C 和 直线 ma 分 别 确定 的 平面 rz 
rz* 交 于 同 堪 平行 的 直线 OM“ ， 并 且 同 7 交 于 特殊 直线 y 上 
的 一 点 放生 图 22(b)]。 这 个 规则 的 例外 是 平行 于 xy 的 那些 
让 线 ， 它 们 肌 射 成 平行 于 “的 交 线 (图 23)。 


图 23 


利用 中 心 射影 的 性 质 A 和 B， 我 们 能 够 证 明 许多 有 趣 的 
结果 。《〈 大 家 看 到 ， 在 这 些 定 理 的 一 些 陈述 中 包含 着 某 些 不 
确切 的 地 方 ， 这 些 问 题 到 后 面 再 讨论 (参考 第 46 页 及 其 后 
诸 页 )). z 


17.， (a) 设 在 一 平面 上 给 定 两 条 直线 二 ,六 和 一 个 点 忆 ， 
厂 不 在 羔 和 点 上 ， 经 过 已 作 两 条 直线 ， 一 条 交 玉 和 忆 于 点 人 
和 中， 另 一 条 交 和 ts 于 点 C 和 DD[ 图 24Ca)]。 试 证 明 
、(i 直线 AD 和 BC 的 交点 (对 于 经 过 已 点 的 所 有 站 线 
偶 ) 的 轨迹 是 一 直线 p ; 
《ii》 对 于 不 平行 的 4 和 !s，p 经 过 忆 和 的 交点 Qi; 
(iii) 如 果 以 直线 PQ 上 的 点 已 代替 已 ，p 不 变 ， 
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图 24 
(b) 在 平面 上 给 定 直 线 9 和 不 在 9 上 的 两 个 点 4,B.， 
设 U,V 是 9 上 的 一 对 点 ,M 是 次 线 UA 和 VB 的 交点 ,人 必 是 
直线 VB 和 YA 的 交点 [图 24(b)]。 在 4 上 每 选择 一 对 点 U， 
V 就 给 出 一 条 对 应 的 直线 MN。 试 证 明 ， 所 有 这 些 和 直线 亦 于 
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直线 AB 上 的 同一 个 点 Q;， 并 证 明 如 果 我 们 用 经 过 9 和 AB 

的 交点 已 的 直线 4 代替 9 ， 这 个 8 点 不 变 ， 

问题 17 Ca) 中 的 直线 np 称 为 点 P 关 于 直线 偶 红 和 i 的 极 
线 ( 可 以 把 这 个 概念 同 本 书 § 4 中 点 关于 一 个 贺 的 极 线 进 行 
比较 ) 。 问 题 17(b) 中 的 点 Q 称 为 直线 9 关于 点 偶 A4, 8 的 极 

18.(a) 设 邓 是 平面 上 一 点 ， 上 和 凡是 平面 上 交 于 一 不 可 
达 点 (参看 《 儿 何 变换 》 第 二 册 , 第 一 章 ,§$ 1) 的 两 条 殖 线 。 
试用 直 尺 (不 用 圆规 ) 作 经 过 点 儿 和 4 与 1; 的 交点 的 直线 
[图 25 Ga)]。 

Cb) 平面 上 的 一 条 不 可 达 直 线 /! 出 两 对 臣 线 pl,ps 和 di， 
94: 确定 ， 这 两 对 直线 分 别 交 于 ! 上 的 点 已 和 Q[ 图 25(b)]。 
设 普 是 给 定 的 一 条 直线 ，M 是 给 定 的 一 个 点 ， 试 只 用 面 尺 作 
出 经 过 MM 并 且 经 过 mm 与 1! 的 交点 的 直线。 


《c) 试 只 用 丰 尺 作出 经 过 不 可 达 点 己 和 的 直线 !/ ,P 
和 分 别 由 两 对 直线 pl,p, 和 9:,9, 确 定 [ 图 25(c) ], 
(d) 平面 上 两 条 不 可 达 直 线 上 和 4 图 25(d)]， 每 一 条 
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都 用 上 面 问题 (co) 中 确定 直线 ! 的 方法 由 两 对 直线 确定 。 斌 
只 用 直 尺 作出 经 过 给 定点 M 和 请 与 4 的 交点 上 的 直线 . 
i 一 IN 


7 
0 


Pd 


人 
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在 《几何 变换 》 第 二 册 中 ， 我 们 第 一 次 遇 到 了 包含 不 可 
达 元 素 的 作 图 ( 即 “ 在 平面 的 一 个 有 界 部 分 作 图 ”) ， 在 那 
里 特别 提 到 这 种 作 图 法 在 大 地 测量 中 的 重要 性 (参看 《几何 
变换 》 第 二 册 , 第 一 章 ,§ 1 中 的 注 )。 在 这 方面 应 当 指 出 ， 由 
于 在 大 地 测量 中 不 可 能 用 圆规 ， 因 此 单 用 直 尺 作 图 有 着 特殊 
的 意义 。 问 题 18(a) 一 (4) 正 是 这 样 一 种 类 型 的 问题 。. ，. 

19， 考 虑 一 个 线段 4B 和 跟 它 共 面 的 一 个 区 域 0( 图 26)， 
试 回 ， 只 用 直 尺 ， 如 何 把 线段 4B8 延长 到 区 域 Q@ 的 右 侧 ， 而 
不 在 区 域 C 内 部 作 任何 直线 ? 〈 这 个 问题 可 以 解释 为 ， 艾 如 
说 ， 一 片 树林 外 的 场地 上 的 一 条 直线 ， 要 朝 树 林 的 另 一 侧 作 
延伸 而 又 不 穿 过 这 片 树林 。) 


QD 严格 地 说 ， 大 地 测量 作 图 的 几何 模式 是 用 直 尺 和 量 角 器 作 图 其 实 ， 
大 地 测量 所 使 用 的 仪器 使 得 我 们 可 以 作 直 线 和 在 给 定 直线 上 的 给 定点 处 作 一 给 
定 的 角 . 单 用 直 斥 作 图 是 实际 的 大 地 测量 中 最 简单 的 作 图 . 
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图 26 
.20， 考虑 平 面 上 的 两 点 4,B, 如 果 只 有 一 根 其 长 度 比 距 
离 4B8 要 每 的 直 尺 可 供 我 们 使 用 ， 试 问 怎样 作 连 接 4A,B 的 线 
段 (图 27) ? : 


op 


AAs 


TT Pr pe -pt he fed 
EE He tt hi 1 


在 解 作 图 问题 时 ， 通 常 假定 任意 两 点 可 以 用 一 直线 相 连 
接 ， 共 意思 是 解 这 个 问题 的 人 有 一 条 无 限 状 的 直 凡 可 供 他 使 
用 。 当 然 ， 实 际 的 直 尺 都 是 二分 短 的 。 问题 20 的 意义 在 于 证 
明 :， 风 征 能 用 无 限 长 的 直 凡 作出 的 图 ， 都 能 用 一 有 限 长 〈 事 
突 上 可 以 是 任意 短 》 的 直 尺 作 骨 。 

我 们 顺便 所 一 下 ， 限 制 曾 规 的 两 只 肢 的 跨度 ， 不 会 缴 小 
可 以 作 图 的 范围 ， 也 如 是 送 ， 能 够 用 直 尺 和 四 规 作 出 的 每 个 
图 ， 也 能 用 赴 尺 和 两 脚 的 跨度 癌 定 的 贺 规 作 贞 《并且 偿 可 限 
制 至 多 只 能 用 一 次 网 规 )。》5 我 们 将 证 明 这 一 点 。 

21. (a) 三线 p 与 三 和 角形 48BC 的 边 ( 或 其 延长 线 )4 ,DC ， 
CA4 分 别 交 于 点 过 1N。 如 图 28(a)， 以 Rs ,上 分别 表 示 
4M 和 了 DBN,BN 和 CL,AAM 和 CL 的 交点 。 试 证 明 上 直线 As ， 
BT ,CR 共 点 。 

(b) 设 给 定 三 角形 4BC 和 点 Q@。 如 图 28(b)， 直 线 C4， 
08,QC 同人 ABC 的 相应 的 边 (或 其 延 长 线 ) 的 交点 分 别 以 
KK,L,AI 表示 ， 三 对 凋 线 KL 和 AB,KM 和 AC, LM 和 BC 
的 变 点 分 别 用 R,S ,7 赤水 。 试 汪 明 点 ,S$S,T 共 线 ， 

问题 21C3) 中 三 条 和音 线 As ,BT ,CR 的 交点 了 有 时 叫做 起 
线 关于 三 角形 ABC 的 三 线 极点 。 问 题 210) 中 三 点 R,S， 
所 在 的 直线 9 称 为 点 Q@ 关 于 三 角形 4BC 的 三 线 极 线 。 

22， 德 札 尔 烙 (Desarques) 定理 。 试 证 明 :假若 两 个 三 角 
形 ABC 和 ABC 位 于 同一 个 平面 上 ， 帮 且 丰 线 44, ,DBPB， 
CC 共 点 ， 网 码 对 软 线 4 了 和 4B 4C 和 有 AC ,BCR BC 
的 交点 共 线 (图 29)。 反之 ， 如 果 三 对 直线 4B 和 41B,,AC 
和 有 A.C1,BC 和 有 Ci 的 交点 基线 ， 则 直线 44, ,BB, ,CC 共 
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图 29 


满足 德 札 尔格 定理 假设 的 两 个 三 角形 称 为 进 视 的 。 尘 角 
形 的 三 对 对 应 顶点 的 连 线 的 公共 点 0 称 为 适 视 中 心 ， 而 三 对 
对 应 边 的 交点 所 在 的 直线 则 称 为 远视 轴 。 


注意 ， 德 札 尔 格 定理 表示 平面 上 的 直线 和 点 的 一 种 普 滨 
的 性 质 ， 这 些 直 线 和 点 不 一 定 依附 于 一 对 三 角 形 。 在 图 29 
中 ， 假 设 给 定 了 基 些 元 素 ， 从 而 使 得 这 个 定理 易于 记忆 ， 但 
是 这 样 一 来 却 掩盖 了 它 的 对 称 性 ， 因 为 德 杞 尔格 定理 中 所 有 
的 点 和 直线 本 来 都 是 平等 的 ， 例 如 ， 在 图 29 中 ， 直 线 OCC， 
可 以 看 成 一 根 透视 轴 (对 于 三 角形 PBB, 和 QAA1), 而 点 B 
则 可 以 看 成 一 个 透视 中 心 〈 对 于 三 角形 PRB, 和 CAO)。 对 
于 问题 21(a) , (b) ,25,26 ,27,28 可 以 作 类 似 的 注释 ， 在 这 方 
面 可 以 看 D . 希 尔 伯 特 和 S. 康 坟 森 合 著 的 一 本 非常 有 趣 的 书 
《直观 几何 》G 第 三 瘟 。 

在 问题 21(2) 和 (b) 中 的 定理 是 德 礼 尔格 定理 的 特殊 情 
形 ， 在 图 28(a) 中 ， 三 角形 STR 和 4BC 是 源 讽 的 ， 有 透视 
轴 p; 而 在 图 28(b) 相 ， 三 角形 KLM 也 和 ABC 透视 ， @ 为 


中 ”本 书 有 中 译本 ， 王 联 芳 译 ， 人 民 教 育 出 版 杜 ，1959，1964. 一 一 中 译 着 
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透视 中 心 。 

23， 四 边 形 EFGH 内 接 于 四 边 形 4BCDCE 在 4B 上， 
F『 在 BC 上 ， 等 等 ) 。 试 证 明 ; 如 果 边 EF 入 G 的 交点 在 
ABCD 的 对 角 线 AC 上 ， 则 EH 和 FG 的 交点 在 对 角 线 BD 
上 .， 

24. (a) 给 定 三 角形 ABC 和 三 个 共 线 的 点 P,Q,R， 试 
在 和信 ABC 中 内 接 一 个 三 角形 %Y2， 它 的 边 分 别 要 经 过 所 
P,QO,RT. 
“-  (b》 在 给 定 的 7n 角形 A14,… A 由， 斌 内 接 另 一 个 n 角 
形 ， 使 得 它 的 边 分 别 通 过 7 个 给 定 的 共 线 的 点 全 

(c) 在 一 平面 上 给 定 了 三 条 共 点 的 直线 ,ls ,ls 以 及 三 
个 点 A,B,C。 试 作 一 个 三 角形 XYZ2， 人 它 的 边 分 别 经 过 
点 4,B,C, 它 的 顶点 分 别 在 直线 局, .5 上 。 

注意 ， 问 题 24(a) 是 问题 有 问题 24(c) 
是 问题 61 的 特殊 和 情形， 着 且 所 有 这 四 个 问题 都 是 问题 90 的 特 
殊 情 形 。 

25， 关 于 双重 焉 视 的 三 角形 竟 定 理 。 设 ABC 和 A1B,Ci 
是 两 个 给 定 的 三 角形 ， 直 线 44,,BBi,CCi 交 干 一 点 0 ,. 并 
且 直 线 4D ,BC CA4 交 于 一 点 OU (图 30) 。 试 证 明 :， 直线 
4C 3B4 ,CD 也 交 于 一 点 0: 换血 话说 ， 两 个 双重 透视 的 
三 角形 《在 这 个 定理 的 假设 的 意义 下 ) 实际 上 也 是 三 重 透视 
的 ) 。 

(如 果 假 定 了 双重 透视 的 三 角形 存在 则 问题 25 的 定理 
就 断定 存在 三 个 三 角形 ABC ,A1B.C,,O0010,, 其 中 任意 两 个 


们 这 意 下 是 杰作 一 个 三 角形 XY7， 它 的 顶点 ,了 ,ZZ 在 和 人 ABC 的 边 或 其 
于 长 如 上 ， 并 且 人 入 半 Y 了 Z 边 或 其 硬 长 强 要 经 过 给 定 的 点 . 
加 按照 上 酒 的 注 理解 《内 捞 ” 这 个 词 . 
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三 角形 是 三 重 透视 的 ， 在 每 种 情形 下 这 三 个 透视 中 心 是 第 三 
个 三 角形 的 顶点 ，) 


0 


图 30 


26. 关于 三 重 遂 视 的 三 角形 前 定理 。 设 ABC 和 A,1B,C， 
是 两 个 三 角形 ， 直线 AA,,BB, ,CC 父 于 一 点 0， 直线 AAh,， 
BC,,CB, 交 于 一 点 O01， 并 且 酝 线 AC1,B8B1,CA, 交 于 -一 点 
”0.( 图 31)。 试 证 明 , 相 线 4B ,BA ,CC 也 变 于 一 个 点 0( 换 
名 话说 ， 在 这 个 定理 假设 的 意义 下 ， 两 个 三 重 透 视 的 三 角形 
必定 是 四 重 透 视 的 。) 
27. 设 给 定 三 个 三 角形 4BC ,AlB1C1,A,B,C,, 使 得 直线 
AB,AB,,A,B, 交 于 一 点 已 ， 直 线 4C ,4C 4,C。 交 于 一 点 
Q@， 直 线 BC ,BiC1,B,C, 交 于 一 点 人 ， 并 有 卫 P,Q,R 共 线 。 
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根据 德 札 尔 格 定理 (问题 22)， 三 个 三 线 组 AA,,BB,,CCl; 
AA,,B8B,,CC,; 4i4，,,BB, CIC, 中 的 每 一 组 直线 都 交 于 一 
点 。 试 证 明 这 三 个 交点 共 线 (图 32) . 

《问题 27 中 的 定理 可 以 简 述 如 下 :， 如果 三 个 两 两 甫 视 的 
三 角形 的 透视 办 重合 ， 旬 它 信 的 透视 中 心 共 线 。) 

28. 由 善 斯 人 (Pappus) 定 理 。 试 证 明 ， 如 果 直 线 EF 分 四 
边 形 ABCD 为 两 个 四 边 形 AEFD 和 BCFE( 加 33)， 则 三 个 
四 边 形 4BCD ,4EFD,BCFE 的 对 角 线 的 交点 共 线 ， 


大 家 注意 ， 问 题 28 电 可 以 用 下 列 两 种 方式 表述 (看 图 
33): 

(a) 如 果 六 角形 AFBDEC ( 它 可 以 不 是 是 的 ， 其 至 可 
以 目 亦 ) 的 项 态 4,E,B 在 一 将 线 b 上 ， 而 顶点 D,F,C 在 
看 线 总 上 ， 则 这 六 角形 的 对 边 的 变 点 共 线 。 

(b》 如 果 六 角形 ABNCDM ( 它 可 以 不 是 凸 的 ， 甚 至 可 
以 自 交 ) 的 边 AB,CN,DM 经 过 一 点 EE， 持 且 边 CD,BN， 
AM 经 过 一 点 下， 则 这 个 大 角形 的 对 角 线 AC,BD 2 
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问题 28 的 这 两 种 模式 非常 类 似 于 -8 3 中 的 问题 46 和 47( 还 
1 全 看 8 5 中 的 问题 5 和 0 的 名和 9 . 

， 试 把 图 33 中 的 不 面 投影 到 另 - 一 个 平面 “上 ,使 得 

Gy 直线 45 是 的 特殊 直 线 ， 

(ii) 直线 AD 是 地 的 特殊 直线 。 

试问 在 这 时 问题 28 变 成 什么 样子 ? 

30. 设 在 平面 上 给 定 四 条 直线 ， 其 中 没有 两 条 是 平行 
的 ， 并 且 没 有 三 条 共 点 。 试 证 明 ， 在 由 这 些 苗 线 构 成 的 四 个 
三 角形 中 ， 各 个 三 角形 的 高 线 的 交点 在 一 直线 上 ， 

问题 30 以 另 一 种 关系 出 现在 《几何 变换 》 第 二 册 中 〈 参 
在 门 古 6 ， 

， 试 把 问题 23 中 四 边 形 4BCD 的 不 而 元 投影 到 另 
个 下 面 了 /全 得 

(i) 边 4 中 是 工 的 特殊 直线 } 

(ii) 对 角 线 4C 是 工 的 特殊 直线 

试问 这 时 间 题 23 变 成 什么 样子 ? 


中 心 射影 的 竹 质 A 和 3 在 某 种 程 底 上 类 似 于 平行 射影 的 
性 质 A 和 B (参看 第 12 页 ) 。 现 在 我 们 试图 找 出 与 平行 射影 
的 了 性质 4 (参看 第 13 页 ) 部 分 类 似 的 省 质 。 

我 们 来 考察 中 心 射 影 对 一 个 线段 的 长 度 的 影响 。 设 4B 
是 平面 x 上 的 一 个 线段 ， 在 以 O 为 中 心 的 中 心 射影 下 ,4B 在 
”平面 z/ 上 的 象 是 4/B“ (图 34)。 我 们 记得 ， 有 公共 角 的 两 个 
三 角形 的 面积 之 比 等 于 夹 这 个 角 的 两 边 的 乘积 之 比 〈 例 如 ， 


中 这 种 类似 决 不 是 但 伏 的 .要 完全 说 明 这 一 点 ， 圾 要 用 到 加 能 项 线 的 一 肯 
理论 (参看 在 第 37 页 中 引用 的 D, 和 希 尔 伯 特 和 3S. 康 福 森 的 著作 》 .由 于 篇 由 的 限 
制 ， 我 们 在 本 书 中 不 准备 介绍 这 个 理论 . 
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从 熟知 的 公式 人 ABC 的 面积 = (absinC)/2 即 可 推出 ) 。 所 
以 ， 如 果 用 hh 和 %’ 分 别 表示 从 O 点 到 直线 4B 和 A'B’ 的 距 
离 ， 则 有 

面积 (和 人 0A’B’) _h’ .4'B OA’ .OB’ 


面积 (和 OAB) fh.AB 0A.0B’ 
OA’.0B’ 六 
/ /= 一 一 
或 0 


于 是 ， 如 果 4,B,C 是 在 工 中 直线 上 上 的 三 个 点 ,而 4A， 
B',C' 是 这 些 点 在 到 天 ' 的 射影 下 的 象 ， 则 从 上 面 的 推导 可 
得 人 


_AC 0A’'/0Ah 
.BC 0B’/0B 
这 表明 ;， 跟 平行 射影 情形 的 性 质 相反 ， 在 这 里 比值 A’C’/ 
BC' 和 AC/BC 一 般 是 不 等 的 。 然 而 ， 如 果 我 们 对 直线 AB 
上 的 两 点 C 和 D， 作 它们 分 线段 48 所 得 到 的 两 个 单 比 前 比 
(图 34)， 则 显然 有 
A’C’ /A’D’ AC OA’/OA /AD 04’/04 
BC’/ BD BC 0B’/0B/ BD 0B8’/0B 
_ AC /AD 
~ BC BD 
、 AC /AD 
表达 式 Bc/ BD 
称 为 四 点 A,B，C,D 的 交 比 。 
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总 之 : 
C. 中 心 射影 保持 共 线 四 点 A,B，C,D 的 交 比 不 变 ， 
四 个 ( 共 线 的 ) 点 的 交 上 比 是 两 个 单 比 AC/BC 和 AD/BDP 
的 比 。 由 于 单 比 可 正 可 负 ( 参 看 《几何 变换 》 第 二 册 ,第 一 章 ， 
§ 1) , 共 线 四 点 的 交 比 自然 也 有 正 有 负 。 显 然 , 如 果 C 和 D 都 
在 线段 AB 之 内 或 之 外 , 则 交 上 比 (A4C/BC)/(AD/BD) 为 正 ( 因 
为 这 时 单 比 AC/BC 和 AD/BD 同 号 ); 如 时 C 和 DD 一 个 在 线 
段 4 的 内 部 而 另 一 个 在 外 部 , 则 这 个 弯 比 为 负 ( 因 为 这 时 单 
比 AC/BC 和 AD/BD 异 号 ) 。 换 句 话 说， 我们 可 以 讲 ， 如 
果 点 侦 A,B 和 C,D 彼此 分 开 [ 图 35(a) ,出 四 点 A,B8B,， C,D 
的 迹 比 为 人 负 ， 如 果 人 它们 不 彼此 分 开 L 图 35Cb) jj, 噶 交 比 为 正 ，。 
由 此 可 知 中 心 射影 保持 交 上 比 的 符号 不 变 ， 这 就 是 说 ， 即 使 我 
们 考虑 到 交 比 的 符号 ， 性 质 C 仍然 成 立 。 要 证 明 这 个 结论 ， 
只 须 注意 ， 如 果 点 偶 4,B 和 C,D 彼此 分 开 (不 分 开 ) ， 则 
线 偶 0A,08B8 和 0C ,0D 也 彼此 分 开 (不 分 开 ) ， 因此， 在 
以 0 为 中 心 的 射影 下 ，4,8 和 C,D 的 两 对 象 点 4 ,8 和 
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C’',D’ 也 彼此 分 开 〈 不 分 开 ) 2 ， 


(a) 


(b) 
图 35 
注意 ， 如 果 4B 平行 于 工 的 特殊 直线 〈 即 如 果 它 平行 于 
x 和 ze' 的 交 线 ， 图 36)， 则 显然 有 4Bf/A’B’,， 以 及 OA’/ 
OA=0B’/0B。 因而 在 这 种 情形 下 从 公式 ( 关 ) 可 以 得 到 
4'C _AC 
B’C’ BC’ 
换 句 话说 ， 在 中 心 射影 
直线 与 该 平面 上 的 特殊 
直线 相 平行 ， 则 此 直线 
上 的 两 个 线段 的 单 比 保 
持 不 变 ， 
中 心 射影 的 省 质 C 
是 比较 复杂 的 。 在 我 们 
的 初步 介绍 中 ， 它 往往 起 重要 的 作用 (特别 ， 看 最 后 一 节 )。 
在 讨论 中 心 射影 的 所 有 高 等 著作 中 ， 它 起 着 决定 性 的 作用 . 


考虑 点 C 分 线段 AB 的 比 AC/BCL。 当 C 是 AB 的 中 心 
时 是 特别 有 意思 的 ,这 时 AC 和 BC 的 大 小 相等 而 方向 相反 ， 


中 注意 ， 类 似 地 有 ， 平行 射影 不 仅 保持 共 线 三 点 4, BC 的 单 比 4C/ 8C 的 
大 小 ， 而 且 也 保持 它 的 符号 不 变 . 
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从 而 AC/BC = - 1。 类似 地 ， 在 考虑 四 点 A,B8;C,D 的 交 比 
《AC/BC)/(A4D/BD) 时 ,我们 对 (AC/BC)/(AD/BD)y= -1 
的 情形 也 特别 感 兴趣 。 这 时 ， 点 C 和 DD 中 有 一 个 在 线段 AB 
之 内 ， 男 -一 个 在 AB 之 外 ; 而 且 单 比 AC/BC 和 AD/BD 的 
绝对 值 相等 (图 37)。 为 了 研究 这 种 情况 ， 我 们 说 点 C 和 品 调 
和 地 分 割 线段 42( 或 点 C 和 DD 关于 点 4 和 B 是 调和 共和 示 
的 )， 


图 37 

从 上 面 我 们 可 以 看 到 ， 线 段 的 中 心 屡次 出 现在 包含 平行 
射影 的 问题 中 (例如 ， 参 看 问题 1,2,3(a),4,9(a) ,14， 问 题 3 
(b) ,8,8(b) 的 解答 ， 以 及 $1 未 定理 3 的 证 明 ， 在 那里 其 些 
平行 四 边 形 的 中 线 起 了 重要 的 作用， 等 等 )。 类 似 地 ,在 
涉 及 中 心 射影 的 问题 中 ， 常 常 出 现 调和 分 割 甘 些 线段 的 点 
偶 。 例 如 ， 在 问题 17(a) 中 的 轨迹 一 一 点 己 相 对 于 一 对 光线 
上 和 ,的 极 线 一 一 可 以 定义 为 适合 如 下 条 件 的 点 M 的 轨迹 ， 
点 已 和 M 调 和 分 制 直线 PM 被 4,l; 所 截 下 的 线段， 问题 
17(b) 中 的 点 @ 应 是 直线 PM 上 这 样 的 一 个 点 ,， 它 使 得 Q 利 
P 调 和 分 制 线 段 4B7 ， 等 等 。 所 有 这 些 结论 用 中 心 射影 的 
性 质 C 都 很 容易 证 明 ， 

钢 存 要 来 弥补 我 们 在 前 面 的 阐述 中 的 某 些 不 确切 的 地 
方 。 大 家 记得 ， 当 平面 xt 投影 到 平面 /时 ， 每 个 平面 上 都 


中 问题 17(b) 中 的 点 P 和 Q 调和 分 割 线段 48， 通 常 际 述 如 下 ， 完全 四 边 
形 的 任何 两 条 对 角 线 调和 分 制 第 三 条 对 角 线 (参看 上 面 讲 的 )。 关 于 这 个 定理 与 
问题 17(b) 的 结论 等 价 的 证 明 ， 我 们 把 它 留 给 读者 。 
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包含 一 条 特殊 直线 ;在 工 的 特殊 直线 上 的 点 在 7 上 没有 象 ， 
在 x’ 的 特殊 直线 上 的 点 不 是 x 上 任何 点 的 象 。 因 此 ， 与 中 
心 射影 有 关 的 命题 的 确切 陈述 总 要 区 别 这 种 特殊 情况 。 刚 才 
提 到 的 不 确切 之 处 ， 就 是 由 于 迄今 为 止 我 们 通常 不 管 这 种 特 
殊 情 况 ， 因 此 ， 例 如 ， 德 札 尔 格 定理 (参看 问题 22) 的 陈述 严 
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格 地 说 是 不 正确 的 ， 因 为 它 没有 考虑 中 心 射 影 可 以 把 共 点 直 
线 ( 例 如 图 29 中 的 直线 44, ,DBDP ,CC 或 4D,4D, Po) 或 者 
变 成 共 点 直线 或 者 变 成 平行 直线 这 两 种 可 能 性 。 德 札 尔 格 定 
理 确 切 的 陈述 取 下 列 形式 ， 如 果 两 个 共 面 的 三 角形 对 应 顶点 
的 联 线 共 点 或 平行 ， 则 这 两 三 角形 的 对 属 边 的 交点 或 者 共 线 
[图 38(《a) ,(b)]， 或 者 一 对 对 应 边 平 行 于 另外 两 对 对 应 边 的 
交点 的 连 线 [图 38(c) (Cd)]， 或 者 两 个 三 角形 的 对 应 边 两 两 
平行 [图 38(e),(f)]; 反 过 来 也 成 立 。 我 们 看 到 ， 在 确切 地 
陈述 的 时 候 ， 这 个 定理 显得 十 分 累 赣 才 且 难于 掌握 。 对 于 其 
它 许 多 结果 的 陈述 类 似 的 讲 注 也 成 立 。 

为 了 洽 除 由 特殊 直线 的 例外 性 质 所 带 来 的 复杂 化 ， 我 们 
宁可 说 平面 并 中 的 特殊 直线 x 投影 到 平面 7 的 “无 穷 远 直 
线 ”， 而 配属 于 下 的 《无 穷 远 芒 线 ” 则 投影 成 7X’ 中 的 特殊 
直线 Y“， 应 当 着 重 指出 ， 用 这 个 术语 足 为 了 方便 :说 “ 丰 
线 x 投影 为 无 穷 远 直线 ” ,等 价 于 说 “直线 x 在 射影 下 没有 任 
何 象 ”。 相 应 地 ， 我 们 宁可 说 特殊 再 线 x 上 的 每 一 个 点 尖 都 
投影 到 平面 7 的 一 个 对 应 的 “无 穷 远 点 ”。 我 们 还 说 经 过 
的 葡 线 束 通 过 射影 所 得 到 的 平行 直线 束 “ 交 于 一 个 无 穷 远 
点 ”4 。 这 样 ， 每 一 条 直线 /上 都 有 一 个 无 穷 远 点 。 那 就 是 
! 同 与 它 平 行 的 每 一 条 直线 的 “交点 ”， 平面 中 所 有 直线 的 
无 穷 远 点 的 全 体 构 成 这 个 平面 的 “无 穷 远 直线 》。 

下 面 我 们 来 说 明 使 用 这 种 术语 的 理由 。 如 果 直 线 / 上 的 
一 点 “《 趋 疝 于 "与 x 的 交点 X ， 则 它 在 平面 下" 上 的 投影 沿 

”从 每 一 个 无 穷 远 点 配属 于 “经 过 该 点 ”的 平行 直线 东 这 一 事实 ， 使 得 
我 们 可 以 把 无 穷 远 点 同 平面 上 的 方向 等 同 起 来 。 例 如 ， 说 “经 过 给 定 点 4 和 给 
定 的 无 穷 远 点 中 的 直线 ”， 意 思 就 是 这 条 直线 经 过 4 点 ， 并 且 与 无 穷 远 点 B 所 


对 应 的 方向 平行 ， 等 等 。 
@ ， 跟 直 党 相反 ， 对 一 条 直线 配 上 一 个 无 穷 远 点 已 经 证 实 是 适宜 的 。 
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直线 1 跑 向 无 穷 远 (其 方向 依赖 于 M 趋 向 XX 的 方 向 (参看 图 
40))。 类 似 地 ， 如 果 XM 在 上 ! 上 无 论 朝 哪 一 个 方向 无 限 远 移 ， 
则 OO 同 J 的 奖 ， 了 (参看 图 40?。 


定义 ， 注意 ， 如 果品 是 .再 线 AB 的 无 劣 远志 ， 则 自然 可 以 全 
比值 A4D/BD 等 于 1 (由 于 当 M 趋 向 无 穷 远 点 D， 即 当 避 小 
着 48 朝 随 便 哪个 方向 跑 向 无 穷 远 时 ， 比 值 AM/BM 都 趋向 
于 极限 1 )。 于 是 ,如 果 忆 是 无 几 远 点 ,那么 欧 比 (4C1BCD 
(AD/BD) 就 同 单 比 4C/BC 一 致 容易 看 到 ， 即 使 点 4,B， 
C,D 中 有 一 个 是 无 穷 远 点 ， 或 者 它 的 投影 是 无 穷 远 点 ， 中 
心 射影 的 性 质 C 仍 然 成 立 ， 

无 穷 远 点 和 无 穷 远 直 线 的 引进 ， 使 得 我 们 能 够 把 可 以 用 
类 似 的 方法 证 明 的 一 些 畦 殊 的 命题 ， 归 并 在 -个 命题 中 。 这 
是 因为 就 所 讨论 的 中 心 射影 来 说 ， 虚 构 的 无 穷 远 点 同 惧 点 是 
平等 的 ， 一 种 类 型 的 点 可 以 变 成 另 一 种 类 型 的 点 。 例 如 ， 前 
面 所 列 的 德 札 尔 格 定理 的 特殊 情形 ， 都 可 包含 在 这 个 定理 的 
原来 的 陈述 (问题 22) 中 ， 只 要 把 直线 44,,BB, ,CC 的 交点 、 
以 及 三 角形 ABC 和 A1B1C, 的 对 应 边 的 交点 解释 成 通常 点 或 
无 穷 远 点 即 可 。 
”用 添加 虚构 的 无 穷 远 点 和 一 条 虚构 的 无 穷 远 直线 的 方法 
来 扩充 通常 的 平面 ， 所 得 到 的 新 “平面 >” 称 为 射影 平面 。 

我 们 想 要 指出 所 虚构 的 无 穷 远 点 的 两 种 用 途 之 闻 的 基本 
差别 ， 这 两 种 用 途 是 ，1. 创造 一 个 方便 的 术语 以 表示 有 关中 
心 射影 的 某 些 事实 (参考 上 面 讲 的 )，2. 引进 射影 平面 。 

射影 平面 的 概念 不 仅仅 是 一 个 术语 ， 它 是 在 数学 的 抽象 
化 的 道路 上 所 迈 出 的 一 步 ， 这 种 抽象 化 的 结果 之 一 是 产生 了 
一 个 新 的 数学 概念 ， 一 张 平面 ， 它 除了 包含 中 学 几何 中 熟知 
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的 点 外 ， 还 包含 添加 的 点 ， 芭 无穷 远 点 。 (无 穷 远 点 同 其 它 
的 点 有 同等 的 地 位 ， 因 为 中 心 射影 能 够 把 一 种 类 型 的 点 变 成 
另 一 种 类 型 的 点 。) 应 该 强调 指出 ， 射 影 平 面 完 全 同 通常 的 
“4 欧 几 里 得 ”平面 (或 第 二 章 中 讨论 的 “ 反 演 平面  )- - 样 
站 得 住 脚 。 说 到 底 ， 在 欧 几 里 得 平面 上 ， 直 线 都 可 以 无 限 延 
长 ， 因 此 欧 儿 里 得 平面 的 概念 也 不 过 是 一 种 数学 的 抽象 ， 
在 物质 世界 中 大 没有 实际 的 类 似 物 ， 而 对 它 的 完美 的 描述 ， 
是 由 到 划 这 种 平面 的 几何 学 的 一 组 公理 达到 的 ， 对 “平面 ?这 
一 术语 的 各 种 不 同 的 解释 ， 导 致 我 们 对 公理 的 不 同 的 选择 。 
例如 ， 在 欧 儿 里 得 平面 中 并 不 成 立 的 公 理 ，“ 任 意 两 条 (不 
同 的 ) 直线 必 交 于 唯一 的 一 点 ”， 而 在 射影 平面 中 它 却 是 
立 的 〈 事 实 上 ， 在 欧 儿 里 得 意义 下 平行 的 两 条 直线 交 于 射影 
平面 上 的 一 个 无 穷 远 点 ， 通 常 的 直线 和 无 穷 远 直线 交 于 该 通 
党 直线 上 的 无 穷 远 点 ) 。 在 各 种 不 同 的 并且 是 合理 的 平 而 要 
念 的 定义 中 ， 每 一 种 平面 都 以 特定 的 公理 系统 为 其 标志 。 根 
据 我 们 要 解决 的 问题 的 类 型 ， 可 以 发 现 用 这 种 或 那 种 方式 解 
释 “ 平 面 ” 这 个 词 是 有 俭 的 ， 一 个 例证 是 在 第 二 章 中 对 反 演 
所 作 的 研究 3 ， 在 那里 我 们 利用 “无 穷 远 点 ”的 方式 和 射影 
平面 的 情形 完全 不 同 。 所 得 到 的 “平面 " 肇 不 同 于 欧 儿 里 得 平 
面 ， 也 不 同 于 射影 平面 ， 但 这 里 并 没有 “好 ?或 “ 坏 ?的 差别 。 
指出 下 面 这 一 点 是 恰当 的 ， 在 不 包含 中心 射影 的 问题 
中 ， 引 进 “ 无 益 远 的 ”点 和 直线 可 能 也 有 用 处 。 例 如 ， 把 一 
个 平移 当 作 中 心 在 对 应 于 平移 方向 的 无 穷 远 点 、 系 数 是 1 的 
中 心 相 似 往往 是 有 用 的 (为 说 明 这 一 点 ， 考 虑 图 形 卫 在 一 
” 串 中 心 相似 下 的 象 Fi ,Fs;F;,…， 这 些 中 心 相似 把 F 的 某 一 


人 参看 《几何 变换 》 第 二 册 。 _” 英 译 者 
@@ 参 君 《几何 变换 》 第 四 册 。 一- 英 译 者 
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个 点 入 映射 成 某 个 点 4 则 当 这 些 相似 变换 的 中 心 0; 
(=1,2,3,…) 沿 着 直线 4A' 向 无 限 远 处 移动 时 ， 图 形 『; 趋 
向 于 图 形 fF’，Ff' 是 从 下 经 过 由 线段 44 “所 确定 的 平移 得 到 
的 ， 莽 旦 系数 0O,4/ 

OA (=1,2,3，…) 


趋向 于 1 (参看 图 41))。 作 为 这 种 看 法 的 一 个 应 用 ， 在 包含 


. 图 41 

中 心 相似 图 形 的 一 些 定理 中 ， 我 们 就 不 再 需要 把 出 现 的 一 些 
特殊 情形 单独 分 出 来 。 例 如 ， 我 们 现在 可 以 断定 任意 两 个 图 
以 两 种 方式 中 心 相似 (参看 《几何 变换 》 第 二 册 ， 第 一 章 ， 

$ 1) ,两 个 中 心 相似 变换 (中 心 可 以 是 通常 的 点 或 无 穷 远 点 》 
的 乘积 还 是 一 个 中 心 相 似 变换 (中 心 是 通常 的 点 或 无 穷 远 点 ; 
参看 《几何 变换 》 第 一 册 ,第 一 章 ，81 和 《几何 变换 》 第 二 
册 , 第 一 章 , $ 1) ,关于 三 相似 中 心 定理 (《 几 何 变 换 》 第 二 册 , 第 
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一 章 ，$ 1) 现在 可 以 陈述 成 如 下 简洁 的 形式 ， 三 个 两 两 中 心 
相似 的 图 形 的 三 个 相似 中 心 共 线 , 这 个 结论 包括 了 ;一 个 中 心 
是 无 穷 远 点 (三 个 图 形 中 有 两 个 全 等 ) 的 情形 ,三 个 中 心 都 是 无 
穷 远 点 .大 且 轴 是 无 穷 远 直线 (三 个 图 形 两 两 至 等 ) 的 情形 ,最 
后 ， 还 有 三 个 中 心 重 合 的 情形 。 如 果 我 们 运用 现在 的 观点 ， 

则 三 个 圆 总 有 太 个 相似 中 心 ， 三 个 一 组 地 落 在 四 条 相似 轴 上 
《对 于 这 个 定理 所 包含 的 特殊 情形 ， 参 看 《 儿 何 变 换 》 第 二 
册 ,第 一 章 , $ 1)。《 几 何 变换 》 第 二 册 ,第 一 章 ，82 中 的 定 
理 2 现 在 有 一 个 比较 简单 的 形式 ， 因 为 我 们 可 以 把 滑动 反射 
看 成 伸缩 反射 的 特殊 情况 ， 所 以 当 F 由 一 个 滑动 反射 映射 到 
F' 上 时 ,这 种 情形 无 需 男 外 单独 处 理 。 从 我 们 现在 的 观点 来 
看 ， 在 《几何 变换 》 第 一 册 ,第 二 章 , § 2 中 的 定理 2， 是 《 几 
何 变换 》 第 二 册 ,第 一 章 , 8$ 2 中 定理 2 的 特殊 情形 ( 它 说 明了 
这 两 个 定理 的 陈述 和 证 明 为 何 会 那么 相似 )。 有 时 候 ， 把 平 
移 看 成 中 心 在 无 穷 远 点 的 旋转 也 是 有 丛 的 ， 这 个 无 穷 远 点 所 
对 应 的 方向 垂直 于 该 平移 的 方向 于是， 关于 正 向 运动 ( 即 
旋转 和 和 平移， 参看 《几何 变换 》 第 一 册 ) 的 乘积 的 所 有 定理 ， 
都 可 以 用 一 个 定理 概括 起 来 ， 


32. (a) 设 ABCD 是 给 定 的 平行 四 边 形 。 斌 证明， 如 
果 直 线 DM 在 边 4B 上 截 得 线段 AM = AB/n， 则 它 从 对 角 
线 4C 上 截 得 线段 AN=AC/(n+1)( 图 42 表 示 n=2 的 情 
形 )。 如 果 我 们 把 这 个 图 形 
所 在 的 平面 投影 到 另 一 个 在 ® 
面 ， 使 得 直线 48 平行 于 该 | 
平面 的 特殊 直线 ， 试 问 这 个 
命题 将 取 什 么 形式 ? 
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(b) 设 给 定 两 条 平行 直线 上 和 六 以 及 上 上 的 一 个 线段 
43。 试 只 用 直 尺 把 线段 4B 分 成 n 等 分 . 

33， 如 采 我 们 对 图 14 作 投影 ， 使 得 直线 A4BE 是 特殊 相 
线 ， 则 关于 谈 完 全 四 边 形 的 定理 (参看 问题 14 及 其 后 面 的 注 
释 ) 将 到 什么 形式 ? 


，34,， (a) 试 证 明 梅 内 劳 斯 (Menelaus) 定 理 : 设 M,N,P 
分 别 是 三 角形 ABC 的 边 4B,BC ,CA( 或 其 延长 线 ) 上 的 点 
(看 图 43)， 则 好 ,AN ,P 共 线 的 充分 必要 条 件 是 

AM BN CP 
BM CN AP 


(b) 试 证 明 塞 瓦 定 理 : 设 M,N ,P 分 别 是 三 角形 4BC 
的 边 4B,BC,C4( 或 其 延长 线 ) 上 的 点 (看 图 44)， 则 三 条 直 


线 AN,BP,CM 共 点 或 平行 的 充分 必要 条 件 是 
AM BN CP 
BM ‘CN'AP™ ~ 


还 可 以 参看 《几何 变换 》 第 二 贡 , 第 一 意 , $1 中 的 问题 
27(a7 ,(b) 和 本 书 中 的 问题 16。 关 于 梅内 劳 斯 定 理 和 赛 瓦 定 
理 之 间 的 联系 ， 参 看 本 书 $4 中 的 问题 66， 


不 难看 到 ， 对 于 任意 三 角形 4BC， 如 果 点 M,N,P 共 
线 ， 则 这 三 个 点 中 或 有 两 个 点 、 或 没有 一 个 点 在 这 三 角形 的 
边 的 内 部 [图 43(a) ， (b)]。 因 此 , 在 三 个 单 比 4M/BM， 
BN/CN, CP/AP 中 ， 或 者 有 两 个 是 负 的 ， 或 者 全 是 正 的 ， 
所 以 这 三 个 单 比 的 乘积 必定 是 正 的 。 类 似 地 ， 如 果 直 线 AN， 
BP,CM 共 点 或 平行 [图 44 Ga) ,(b)], 则 在 三 个 点 M,N,P 中 ， 
或 所 有 的 点 或 只 有 一 个 点 在 这 三 角形 的 边 〈 作 为 线段 ) 的 内 
部 。 因 此 ,在 三 个 分 比 AM/BM,BN/CN,CP, 4P 中 ,或 有 
两 个 是 正 的 ， 或 全 是 负 的 ， 所 以 这 三 个 单 比 的 乘积 必定 是 负 

在 证 明 三 点 共 线 或 三 线 共 点 时 ， 常 常 应 用 梅内 劳 斯 定理 
和 塞 瓦 定理 。 应 用 梅内 劳 斯 定理 可 以 解 出 《几何 变换 》 第 二 
斯 中 的 问题 7,16,61 和 本 书 中 的 问题 14,21(b),22,27,28， 
38(b) ,45,46,68,71,73(a) ,(b) 以 及 共 它 问题 应 用 塞 瓦 定 
理 可 以 证 明 三 角形 的 中 线 、 高 线 、 角 平分 线 各 自 都 是 共 点 
的 ， 工 解决 《几何 变换 》 第 一 册 中 的 问 题 43(al ,CD，《 玫 
何 变换 》 第 二 册 中 的 问题 14(b) ,(c) 和 本 书 中 的 问 题 8,13， 
21(a) ,22,25,26,38Ca) ,39(a), Cb) ,40(a)，(b)，47 ,50,57, 
70 以 及 其 它 问 题 。( 同 样 ， 在 问 题 60 ,62 一 64 ,69 一 74 中 要 求 
陈述 的 许多 定理 也 可 以 用 塞 瓦 定理 和 梅内 劳 斯 定理 证 明 。 我 
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们 建议 读者 用 这 些 定理 去 证 明 各 个 结果 。) 


35， 试 证 明 假若 和 Ff 是 一 个 (任意 ) 四 边 形 的 对 边 
AB 和 DC,AD 和 BC 的 交点 ， 则 有 


AE .CE AF.CF 
BE. DE BF.DF. 


现在 我 们 来 证 明 下 列 重要 结果 。 : 

定理 1 设 A,B,C,D 是 平面 7 上 的 四 个 点 ， 其 中 没有 
三 个 点 共 线 ， 又 设 M,N,P,Q@ 是 平面 7 上 的 四 个 点， 其 中 
也 没有 三 个 点 共 线 。 则 志和 ' 可 以 如 此 放置 在 空间 中 ， 使 
得 从 下 到 /有 一 个 中 心 (或 平行 ) 射 影 ， 它 把 四 边 形 ABCD 
变 成 与 MNPQ 相似 的 四 边 形 434 DP 9 


图 45 


QD 更 准确 地 说 ， 四 边 形 4BCD 的 顶点 可 以 映射 到 与 MNPQ 相似 的 四 边 形 
4B'C'D’' 的 顶点 上 (参看 问 题 21(2) 解 答 中 的 注 ) ， 
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我 们 上 先 在 4D1BC，MQO JNP ( 即 四 边 彤 4BCD 和 
MN PQ 是 梯形 ) 的 特殊 情况 下 ， 证 明 这 个 定理 。 在 Xx 上 引进 
一 个 相似 于 MNPQ 的 梯形 A’B’'C’'D’ ,并 使 得 4’D’ = AD, 
然后 在 空间 中 移动 琅 面 +， 使 得 线段 AD 和 A/ 了 p' 重 合 ,， 工 且 
点 8B 和 C 不 在 平面 rz/ 上 (图 45) 。 用 站 线 连接 B 和 B“，C 和 
C*， 则 直线 DB'“ 和 CC“ 共 面 : 其 实 ，BC 1 AD, AD Jy B’'C’,， 
从 而 BC / BC， 所 以 它们 共 面 。 假 设 02 是 直线 38 和 CC 的 
交点 ， 则 以 0 为 中 心 的 中 心 射影 把 ABCD 变 成 A’B'C’D’， 
如 果 BB’ CC’， 则 沿 着 由 这 些 草 线 确定 的 方向 的 平行 射影 
把 A4BCD 变 成 A’B’C’D’., 

下 面 我 们 来 证 明 可 以 把 一 般 情形 化 成 上 述 的 特殊 情形 
设 ABCD 和 MNPQ 是 分 别 在 T 和 7 ' 上 的 两 个 四 边 形 ( 图 46) 了 . 
假如 有 下 到 有 的 某 一 个 中 心 ( 或 平行 ) 射 影 ， 把 四 边 形 ABCD 
变 成 相似 于 MNPQ 的 四 边 形 4'B'C’'D’, 我 们 可 以 证 明 
ABCD 和 MNPQ 确定 天 的 特殊 直线。 为 此 ， 设 E，E’， 民 分 
别 是 四 边 形 ABCD，A’B’C'D'，MNPQ 的 对 边 AB 和 CD， 
A'B’' 和 C’D’,，MN 和 PQ 的 交点 ， 根 据 中 心 射影 的 性 质 A ， 
点 E 的 象 是 E’。 如 果 XX1 是 A4'B’ 的 无 穷 远 点 ， 则 由 中 心 射影 
的 性 质 C， 它 是 AB 上 一 点 XX! 的 象 ， 点 六 ,应 使 得 

AE/BE _ A’E’/B'E’ _ A’E’ MR 
AXI/BX, AX'/BX' BE” NR 


(由 于 A’X,’/B’X' =1 ,看 第 50 页 )。 从 这 个 关系 式 我 们 可 
以 确定 比值 AX1/BX， (包括 大 小 和 符号 !)， 从 而 确定 %1。 
类 似 地 ， 关 系 式 


人 @ 图 46 中 的 四 边 形 48CP 和 NMNIQ 是 凸 的 .然而 如 果 其 中 有 一 个 或 两 个 不 
是 凸 的 ， 证 明 仍然 适用 。 
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CE/DE _C'B' _PR 


CX, /DX, D’E’ OR 


确定 DC 上 的 一 点 XX。， 它 被 映射 为 D'C' 上 的 无 鹤 远 点 XD， 
让 线 汪 IX ,就 是 所 要 的 工 上 的 特殊 直线 。 注 意 ， Xi 和 和 :可 以 
由 给 定 的 四 边 形 A4BCD 和 AMNPC 确定 。 根 据 类 似 的 道理 ， 
我 们 可 以 确定 7 上 的 特殊 直线 Y4Y > (参看 图 46)。 点 Y1 和 
了 了 由 关系 

AE_ A’E’/JB'E’ 和 CE.C’E 

BE A’Y'/B’Y DE CG’Y’/D’Y’ 


经 过 点 4 和 如 分 别 作 平行 于 特殊 直线 Xix。 的 直线 ， 它们 
与 CD 的 交点 用 KK,L 表 示 。 根 据 中 心 射影 的 性 质 B， 平 行 线 
AK 和 BL 变 成 平行 线 , 这 意味 羡 我 们 的 中 心 射影 把 梯形 ABLK 
变 成 梯形 A4’B’L’K’( 这 里 4A‘K’ YB'L' YY1Ys) 。 现 在 ， 
我 们 可 以 从 四 边 形 ABCD 和 MNPQ 找 出 梯形 ABLK 和 相 似 于 
4 2 的 梯形 WMANTS。 为 此 ， 只 须 在 直线 MN 和 PQ 上 
找 出 点 Z1 和 2Z。、。 使 得 


MR/NR _ A’E’/B'E’ AE 


PR/QR _C'E'/D’E’ _CE 
P202, CY’/D’Y’ © DE’ 
并 作 MS NT YY 412,，。 


QD 如 果 百 映射 到 4B 的 无 窃 远 点 ( 即 如 果 4’B’'J1C'D')， 则 代 堆 4B 和 
cD, 我们 考 忠 4D 和 BC， 和 如 果 4AD 辣 BC 的 交点 I 和 E 都 映 射 到 无 穷 远 点 ( 即 如 果 
A’BCD 是 一 个 平行 四 边 形 )， 虽 x 的 特殊 直线 是 EFI， 在 这 时 不 必 计 算 线 段 的 
比值 就 可 以 证 明定 理 (如果 读者 能 争取 证 明 这 一 点 ， 将 会 是 有 益 的 )， 
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上 面 所 证 明 的 定理 1 的 特殊 情形 ,保证 了 把 梯形 ABLK 

变 成 相似 于 MNTS 的 梯形 4’B’L’K’ 的 中 心 ( 或 平行 ) 射影 

”的 存在 。 为 证 明 我 们 的 定理 ， 必 须 证 明 这 个 射影 把 4BCD 变 
成 A4’B’C’D’,， 即 把 点 C,D 变 成 点 C’',D 

注意 ，r 中 相对 于 我 们 的 射影 的 特殊 直线 就 是 上 面 找 出 

的 直线 XXX 事实 上 ， 这 条 特殊 直线 应 平行 于 4K 和 BL〈 中 
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心 射 影 的 性 质 Bz )， 并 经 过 Xi,( 因 为 4B 和 KZ 的 交点 已 映射 
为 4'B’ 和 KL' 的 交点 E ， 并 且 使 得 适合 CAE/BE)/(AX， 
/BX1) = A’'E’/B’E’ 的 点 Xi 被 映射 成 无 穷 远 点 )。 用 几乎 是 
同样 的 方法 可 以 证 明 z 的 特殊 交 线 是 YiY;。 由 于 请, X。 和 
KL 的 无 穷 远 点 分 别 映射 为 E'， 一 个 无 穷 远 点 和 KL 的 点 
Ys， 根 据 中 心 射影 的 性 质 C， 可 知 点 C 的 象 是 K'L’ 的 点 0， 

C 应 满足 


EX,/CX, -1 
- 了 一 EY’ 2 [CCY2 9 
因此 
.EX, 
/ - 
CY,=E’Y, 2 


下 面 来 证 明和 C' 重合 。 为 此 ， 作 一 个 中 心 ( 或 平行 ) 射 
影 再 跟着 作 一 个 相似 变换 ,把 图 416 中 的 梯形 CDGF(CCF 1 DG 
/XsX1) 变 成 梯形 C'D’G’F’'CC’F’JD’G’ JYY’)y 从 
上 面 已 经 证 明 的 部 分 结果 来 看 ， 这 是 可 能 的 。 这 个 映射 把 E 
变 成 E’， 把 CD 的 点 XX, 变 成 C'D’ 的 无 穷 远 点 XX, 并 且 把 CD 
的 无 穷 远 点 Y, 变 成 Y (因为 根据 点 X, 和 了 ?2 的 定义 ， 
(CE/DE)/(CX,/DX,) =C’E’/D’'E’, 
CE/DE = (C’E’/D’E’)/(C’Y'/D’Y')). 


因此 ， 由 中 心 射影 的 性 质 C， 


由 只 要 注意 我 们 是 如 何 作 把 梯形 变 成 裕 形 的 中 心 《 或 平行 》 射 影 的 ( 参 署 
定理 1 的 证 明 ) 。 也 可 以 得 到 这 个 结论 . 
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， mm AAA -i EX 
所 以 C’Y,=E Ys ox : 
从 而 C 和 C 重合 。 用 几乎 是 同样 的 方法 可 以 证 明 ， 把 ABL 


0 


NN Y 
、 | NS An 
肝 “fe 
SS CS 


NS 
SS 


rp a Poe tp ei harp hh et ee RE Pr etter i 


变 成 4'B' 工 ' 天 /的 中 心 ( 或 平行 ) 射影 ， 把 D 喘 射 到 站。 至 
此 我 们 看 到 ， 所 说 的 射影 确实 把 四 边 形 4BCZD 变 成 四 边 形 
47B2C7 7， 这 就 是 所 要 让 的 。 

在 A,B,C,D 或 4’,B’,C’,D! 由 的 甘 些 点 是 无 穷 远 点 
时 ， 不 难 修改 定理 1 的 证 明 ， 


36。 设 A14。4s4, 是 一 个 四 边 形 ， 共 对 角 线 交 于 点 N， 大 
设 两 对 对 过 交 于 点 P 和 Qi 设 B1,B,,Bs,B 是 四 边 形 的 边 同 查 
线 NP 和 NC 的 交点 。 用 AM NM Ms,M,, Ms,Ms, M1, Me 表示 
AiA,A。A, 的 边 同 内 接 四 边 形 B.B,BsB 的 边 的 交 反 ,如 图 47。 
试 证 明 ; 

(a) 协 线 MM;s,M,Me, MM, MM 经 过 N. 
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(b) 直线 M,M, 和 MeNM; 经 过 P， 直线 Mi,Ms 和 MM, 
经 过 0、 
(c) 直线 MIM,,MM, MM1,MsMs 经 过 PQ 与 对 角 线 
,44 的 交点 ! 直线 MM,,M,M:,MiM。,M1Ms 经 过 PQ 与 对 
-和 角 线 41.4 的 交点 。 
(d) 四 个 四 条 直线 的 组 
MM,s, MsM,, BM,, B,M,; 
M,M,, MeM:s, BM:, BM,; 
MsM,, MM,, BMe, BsM,) 
MMe, MM,s, BIM,, BM,; 
中 每 一 组 直线 都 效 于 一 个 点 ， 莽 且 这 四 个 点 在 CQ 上 。 
37。 设 Pl 表示 四 边 形 4BCD 的 边 4B 上 的 一 点 (图 48)， 
双 设 疡 者 示 六 从 中 心 已 到 直线 BC 上 的 射影 Pa 表示 已 从 4 到 
直线 CD 上 的 射影 :已 表示 已 从 2 到 直线 DA4 上 的 射影 ， Pu。 是 
P, 从 C 到 直线 AB 上 的 射影 ， 等 等 。 试 证 明 ， 
(a) 边 AB 上 的 点 Pis《 围 绕 四 边 形 三 周 后 得 到 的 点 ) 同 
给 定 的 点 已 重合 〈 由 此 ， 点 Pi 同 P, 重合 ， 点 Pis 同 Ps 重 
合 ， 等 等 )。 
(b) 直线 六 天 ss ,PsPo 等 等 ,经 过 四 边 形 的 对 角 线 的 
交点 ， 
《c) 直线 P,P, 和 PP。， P,Ps 和 PeP,, PsP, 和 PoeP,o, 
等 锋 ， 交 于 四 边 形 对 边 交 点 的 连 线 上 。 
38. 设 0 是 三 角形 4BC 所 在 平面 上 的 一 点 ,4 ,Bi ,Ci 分 
别 是 三 角形 中 A, B,C 的 对 边 同 相应 的 商 线 40,BO,CO 的 交 
上 感 《 图 49)。 试 证 明 ， 
(a) 如 果 A,,B。,Cs 是 人 A1B1C, 的 边 B,Ci,C141,A1B1 上 
的 后， 它们 使 得 三 条 直线 A14,,B1B,,C1C, 共 点 , 则 直线 44,， 
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图 49 


BB,,CC,. 也 共 点 [图 49(a)]。 

(b) 如 果 A4 5.C 的 边 BiCC4 4 DB 上 的 点 4。,D。， 
Cs 共 线 ， 则 直线 44。,BB:,CCs 同人 A4BC 的 对 边 的 交点 也 共 
线 [ 图 49(b)]。 
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到 目前 为 止 ， 我 们 只 考虑 了 一 个 盏 面 r 到 另 一 个 盏 面 忒 / 
的 映射 。 下 面 讨 论 把 r 变 到 它 自 身 的 变换 ， 其 定义 如 下 , 在 
空间 中 任意 移动 平面 rz， 然 后 从 某 一 个 中 心 2 把 它 射影 到 它 
的 原来 的 位 置 。 这 种 变换 我 们 称 之 为 平面 7 到 它 自身 的 中 心 
射影 。 相 似 变换 是 这 种 变换 的 一 个 特殊 情形 ， 如 果 平 面 在 移 
动 以 后 的 新 位 置 同 它 原先 的 位 置 平行 ， 则 平面 到 它 自 身上 的 
中 心 射 影 必 是 相似 变换 。 

“从 中 心 射 影 的 性 质 可 以 推出 ， 平 面 z 到 它 自 身 的 中 心身 
影 把 直线 变 成 直线， 内 有 特殊 下 线 是 例外 ， 它 变 成 无 穷 远 直 
线 。 在 平面 r 的 不 包含 特殊 直线 的 那 -一 部 分 中 ， 每 一 条 直线 
都 变 成 直线 。 

在 面 的 变换 如 果 将 穿 过 该 平面 的 某 个 确定 部 分 的 直线 变 
成 直线 ， 就 称 为 射 彩 变换 或 射 虹 了 了。 每 个 仿 射 变换 都 是 射影 
变换 ， 但 是 反 过 求 不 对 ， 例 如， 在 面 到 它 自 身 的 中 心 射影 是 
射影 变换 ， 但 一 般 说 来 不 是 优 射 变换 ， 

下 面 的 基本 定理 立 明 平面 射影 变换 的 性 质 。 

定理 2 ”平面 的 每 个 射影 变换 可 以 用 平面 到 它 自 身 的 一 
个 中 心 (或 焉 行 》 射 影 再 跟着 作 一 个 相似 变换 实现 ， 

定理 2 的 证 明 类 似 于 § 1 定理 2 的 证 明 。 

我 们 将 就 射影 变换 的 定义 中 所 提 到 的 平面 的 确定 部 分 是 
一 个 凸 四 边 形 (区 如 说 ， 笔 记 本 中 的 一 页 )@ 的 情形 ， 给 出 定 


@ ”射影 也 能 够 定义 为 身影 平 而 < 参看 第 50 页 》 到 它 自 身上 的 、 将 直线 变 
成 直线 的 1- 1 变换 ,这 个 定义 同 伪 射 变换 的 定义 〈 参 看 第 21 页 ) 的 差别 就 在 于 
这 里 的 :表示 射影 平面 而 不 是 通常 的 平面. 

加 ”这 个 假定 并 不 限制 定理 的 一 般 性 ， 事 实 上 ， 在 任意 一 个 区 域 G 中 可 以 记 
取 一 个 (小 的 ) 四 边 形 48CD. 与 4BCD 相交 的 每 一 条 直线 必定 都 通过 G. 但 是 另 
一 方面 ， 把 通过 G 的 直线 变 成 直线 的 每 个 变换 必然 把 与 这 个 《〈 凸 》 四 边 形 4BCD 
相交 的 直线 变 成 直线 ， 
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理 2 的 一 个 证 明 ， 

设 射影 变换 把 四 边 形 4BCD 变 成 四 边 形 4'B'C’D'( 图 
50)。 和 定理 1 告诉 我 们 ,用 平面 到 它 自身 的 一 个 中 心 (或 平行 ) 
射影 ,再 跟着 作 一 个 相似 变换 , 把 ABCD 变 成 4’B’'C'D', 这 
是 可 能 的 。 故 ， 若 我 们 能 够 证 明 把 ABCD 变 成 A'B'C’D’ 
的 射影 变换 是 唯一 的 ， 定 理 2 也 就 证 明了 。 

射影 变换 被 一 个 四 边 形 的 顶点 的 象 所 确定 ， 这 个 事实 的 
证 明 极 其 类 似 于 § 1 定理 3 的 证 明 所 以 我 们 只 是 粗略 
地 说 说 这 个 证 明 。 设 E,F，E’,F’ 分 别 是 四 边 形 ABCD 和 
4 POCO DY 的 边 4B 和 CD，AD 和 8C，; 4A7B 和 CD， 
A’D’ 和 BC’ 的 延长 线 的 交点 (这些 交点 中 有 一 些 可 以 是 
无 穷 远 点 )， 而 EC 和 C7 是 它们 的 对 角 线 的 交点、 由 于 AB 
变 成 4 DB ，C 变 成 C'D’， 可知 变 成 E’，; 类 似 地 ，F 
变 成 了 '，G 变 成 </。 因 此 直线 BC 和 FC 变 成 直线 已 C/ 
和 FG’, 


直线 EG 和 FG 把 四 边 形 ABCD 分 成 四 个 小 四 边 形 ; 我 
们 的 射影 变换 把 每 -一 个 小 四 边 形变 成 已 知 的 四 边 形 。 把 小 四 
边 形 的 对 角 线 的 交点 同 E 和 下 用 站 线 连 结 起 来 , 并 继续 上 壕 
过 程 ， 我 们 得 到 ABCD 中 的 一 个 直线 网 ， 在 我 们 的 变换 下 
这 个 直线 网 在 A’B’C’D’ 中 的 象 网 是 知道 的 〈 参 看 图 50)， 
这 个 网 可 以 做 得 任意 密 、〈 容 易 看 到 ， 我 们 的 图 形 所 在 的 平 
面 到 它 自 身 的 、 把 EF 变 成 无 边远 区 线 的 中 心 射影 ， 把 上 面 
的 网 变 戊 图 51 中 的 府 行 四 边 形 网 ， 这 种 网 在 $ 1 定理 3 的 证 
明 中 便 经 出 现 过 。 于 是 ， 用 类 似 于 8 1 定理 3 的 证 明 中 的 方 
法 ， 就 可 得 到 将 4BCD 变 成 4'B'C’D' 的 射影 变换 的 唯一 
性 的 证 明 。)7 呈 加 


四 我们 只 限于 讨论 在 确定 的 四 边 形 内 部 的 点 的 象 ， 正 是 由 于 射影 变 换 的 
那个 定义 本 身 就 与 平面 的 一 部 分 有 关 . 然 而， 我 们 注意 ， 用 与 8 1 定理 3 的 证明 
中 所 用 的 几乎 相同 的 办 法 ， 可 以 把 我 们 的 网 扩大 到 原来 的 四 边 形 前 外 再， 
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3。 把 一 个 圆 变 成 一 个 圆 的 中 心 射 影 
球 极 平面 射影 


在 前 一 节 中 我 们 全 经 介绍 过 一 些 问 题 ， 通 过 从 有 关 图形 
所 在 的 平面 到 另 一 个 平面 的 适当 的 射影 ， 这 些 问 题 的 解法 可 
以 得 到 简化 。 因 此 ， 进 一 步 考 虑 这 种 方法 的 适用 范围 是 很 自 
然 的 。 彻 等 几何 所 研究 的 是 由 直线 和 圆 组 成 的 图 形 的 性 质 ， 
而 中 心 射影 保持 直线 ， 但 一 般 不 保持 圆 。 这 就 可 能 给 人 一 个 
印象 ， 只 能 对 不 包含 圆 的 相当 少 的 一 类 问题 (前 一 节 中 所 有 
的 问题 都 属于 这 个 范围 ) 运 用 中 心 射影 。 其 实 ， 这 个 印象 是 
不 正确 的 。 在 这 一 节 中 我 们 要 说 明 中 心 射影 也 可 以 用 来 解决 
包含 圆 的 问题 。 为 此 ， 先 要 建立 下 面 两 个 结果 。 

定理 1 设 ? 是 平面 x 上 的 一 个 圆 ，Q 是 S 内 部 的 一 点 。 
则 存在 从 不 到 一 个 适当 的 平面 x” 的 中 心 射影 ， 它 把 S 变 成 
上 的 圆 “， 莽 且 把 @ 变 成 5S’ 的 中 心 @7. 

定理 1 设 ” 是 平面 并 上 的 一 个 圆 ，! 是 x 上 的 不 与 S 
相交 的 一 条 直线。 则 存在 从 下 到 一 个 适当 的 平面 7 的 中 心 
射影 ， 它 把 S 变 成 x 上 的 一 个 贺 S$， 并 且 把 1 变 成 x 的 
元 穷 远 交 线 . 

有 几 种 方法 可 以 证 明 这 些 定理 。 我 们 在 这 里 所 用 的 方法 
不 是 最 简单 的 ， 但 是 由 于 能 使 我 们 增长 见识 ,开阔 思路 ,即使 
麻烦 一 点 也 是 值得 的 PD。 这 种 方法 以 从 一 个 球面 到 一 个 平面 


@ 在 互 . 拉 德 梅 彻 (Rademacher) 和 O. 托 普 利 蒋 (Toeplitz) 的 著作 《数学 
欣赏 》( 左 平 译 ， 北京 出 版 社 ，1981。 一 一 中 译 者 )， 或 旦 . 史 素 因 紊 斯 (Stein- 
haus) 的 著作 《数学 万 花 镇 3( 赤 光明 诺 , 中 国家 年 出 版 社 ,1953。 一 一 中 译 者 ) 中 ， 
可 以 找到 另 一 种 证 明 的 摘要 )， 
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图 52 
的 球 极 平 面 射影 及 有 关 的 结果 为 基础 。 

所 谓 从 球面 5 到 它 在 一 点 4 处 的 切 平面 开 的 球 极 平面 
射影 ， 就 是 中 心 在 O 点 的 从 o 到 zx' 的 中 心 射 影 ， 这 里 点 O 
是 o 的 过 4 点 的 直径 的 另 一 个 端点 ， 在 球 极 平 面 射 影 下 ，o 
上 的 任意 一 点 M(M 壮 0) 的 象 是 直线 OM 与 7 /的 交点 
M'’( 图 52)。 在 这 个 球 极 平 面 射影 下 ，o 上 的 点 0 在 7X 上 没 
有 象 。 

球 极 平面 射影 的 最 重要 的 性 质 包 含 在 下 面 的 定理 中 ， 


69 


“pete Hutt ht pt :Fan ecard pe et + ep Pp ne 


定理 2 球 极 平面 射影 把 球面 c 上 的 每 一 个 辆 变 成 球面 
7’ 上 的 一 个 圆 或 一 条 直线 ， 反 过 来 ，7 上 的 圆 或 直线 的 原 
象 是 o 上 的 圆 。 

证 明 ”显然 ， 球 极 平面 射影 把 球面 c 上 经 过 O 点 的 圆 S 
变 成 平面 x' 上 的 直线 S'( 图 53)， 反 过 来 ，T 上 的 直线 在 球 
极 平 面 射影 下 的 原 象 是 c 上 经 过 0 点 的 圆 。 现 在 假设 S$ 是 o 
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土 不 经 过 O 点 的 圆 ! S 可 以 设想 为 o 与 它 的 外 切 圆锥 面 KK 
[图 54(a)7] 或 外 切 圆 柱 面 4[ 图 54(b)] 的 相 切 曲线 。 假 设 经 过 
O 点 和 圆锥 面 天 的 顶点 已 的 直线 、 或 经 过 0 点 同 圆柱 面 4 的 
直 母 线 平行 的 直线 与 并 ' 的 交点 以 已" 表示。 我们 要 证 明 球 极 
玉 面 射影 把 S 变 成 xX/ 上 以 P' 为 中 心 的 加 S/， 

设 M 是 S 上 一 点 ，M' 是 它 在 平面 /上 的 射影 。 我 们 杰 
证 明 ， 距 离 P'M’ 同 S 上 点 M 的 选择 无 关 ( 这 等 价 于 证 明 M1? 
的 轨 述 是 以 忆 为 中 心 的 一 个 圆 8/)。 首 先 考 虑 8 是 圆锥 面 天 
同 球面 c 相 切 的 圆 的 情形 [图 54Ca)]。 设 Tt 和 xs 分 别 是 经 
过 点 已 和 0 上 且 平行 于 秋 ' 的 平面 ， 以 表示 直线 OM 同 的 
交点 , Q 表示 直线 PM 同 rs 的 变 点 。 然 后 作 Q 和 O 的 连 线 。 
直线 P'M' ,PN,QO 是 平行 的 ， 因 为 它们 是 下 面 OPM 同 在 
行 平面 xX' ,ri 的 交 线 。 由 此 可 以 推出 人 MPNco 作 MQO 
和 人 OPNco 人 OP’M’'。 从 第 一 对 三 角形 的 相似 性 可 以 得 到 
PN/PM =Q0/QM， 由 于 QO 和 QM 都 是 从 Q 到 球面 0 的 
切线 (QO 在 与 ac 相 切 的 平面 x, 上; QM 则 是 外 切 于 c 的 图 
锥 面 天 的 直 母 线 )， 所 以 0QO=QOM。 从 而 PN=PM. 这 就 
证 明了 线段 PN 的 长 度 与 S 上 好 的 选取 无 关 ( 对 S 上 所 有 的 
M,PM 是 常数 )， 又 从 第 二 对 三 角形 的 相似 性 可 以 推出 
P’M’/PN = OP’/OP， 所 以 
OP 
OP 
这 说 明 P'M’ 确实 跟 愉 的 选取 无 关 ， 这 就 是 我 们 所 要 证 的 

假设 S 是 圆柱 面 4 同 球面 c 相 切 的 圆 [图 54(b)]， 过 M 
作 圆 柱 面 的 直 母 线 ， 它 同 平面 /和 天 (上面 引 进 的 ?的 交点 
用 RR 和 Q 表 示 。 由 于 MR/OP'，R 在 线 恨 M'P' 上 。 用 让 


P'M' =PN 


?1 


线 联 结 Q 和 0 ， 和 前 商 一 样 可 以 断 定 AMRM'c ANMCG。 
由 此 可 以 推出 人 MR=RM’'( 因 为 作为 从 Q@ 到 c 的 切线 ， 有 
QM = Q0)。 而 从 人 AOP' MANMRAM' 则 可 以 推出 
P’M’ = 了 0， 

它 说 明 在 这 种 情形 下 P'M’ 的 长 度 也 跟 S 上 MM 点 的 选取 无 
关 。 

反 过 来 ， 设 3 “是 平面 亏 * 上 的 以 书 : 为 中 心 的 任意 一 个 
圆 ，X “是 “上 的 一 点 ， 认 是 o 上 的 一 点 ， 在 球 极 平面 射影 
下 MM 变 成 村 '。 设 P 是 直线 OP’ 同 c 在 M 的 切 平面 a 的 交点 
《只 要 这 样 的 点 存在 ，》。、 和 前 面 一 样 ， 我 们 可 以 证 明 P 同 M1 
在 圆 S$ 上 的 取 法 无 关 。 如 果 对 所 取 的 M 7 ， 平 面 a 与 OP/ 平 
行 ， 则 对 ”上 所 有 的 点 M“ ，a 都 平行 于 OP“。 由 此 我 们 可 
以 推出 点 冯 的 轨迹 是 c 上 的 一 个 圆 S ，S 或 是 由 球面 ac 的 
经 过 二 点 的 切线 组 成 的 圆锥 面 天 同 ca 的 相 切 曲线 ， 或 是 由 平 
行 于 OP 的 切线 组 成 的 圆柱 面 4 同 oa 的 相 切 曲线 ， 
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用 定理 2 不 难 证 明基 本 定理 1 和 1’， 

定理 1 的 证 明 设 S 是 平面 XxX 上 的 一 个 圆 ，! 是 世上 不 
与 S 相交 的 一 条 将 线 。 经 过 5 作 一 个 球面 o， 经 过 |! 作 一 个 
与 o 切 于 某 一 点 0 的 平面 a 。 然 后 设 7 是 平行 于 a 并 与 0 
相 切 的 焉 面 ， 切 点 4 是 0 的 对 径 点 (图 55)。 以 0 为 中 心 的 从 
7 到 zx' 的 中 心 射影 把 S 变 成 x' 上 的 一 个 贺 S' (根据 定理 
2)， 并 且 显 然 把 直线 !【 变 成 7' 的 无 穷 远 直 线 ， : 

定理 1 的 证 明 设 S 是 一 个 园 ，Q 是 S 内 部 的 一 个 点 。 
命 4C 和 BD 是 经 过 的 两 条 总 ， 考虑 四 边 形 ABCD( 图 
56)。 用 EB 和 于 表 示 它 的 对 边 的 交点 ， 


图 56 


经 过 上 的 所 有 直线， 或 者 (1) 与 ”的 台 4 恕 有 两 个 交点 ， 
或 者 〈2) 与 的 弧 CD 有 两 个 交点 了 了， 或 者 (3) 与 弧 4 和 
8 各 交 于 一 点 ， 或 者 (4) 与 没有 公共 点 。 类 似 地 ， 经 过 忆 


QD ”如果 在 同一 段 纪 上 的 两 个 交点 重合 ， 则 所 说 的 直线 是 切线 ， 并 且 情 况 
仍然 不 变 。 
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ee mr 1 7 


的 所 有 直线 或 者 (1) 在 弧 AD 上 交 。 两 次 ， 或 者 〈2) 在 猎 BC 
上 交 两 次 ' ， 或 者 (3) 在 骂 AB 和 CD 上 各 交 一 次 ， 或 者 (4) 与 
S 没有 公共 点 。 直 线 EF 必然 届 于 第 四 类 ， 因 为 如 果 它 属于 
关于 的 其 它 三 类 吊 的 某 一 类 ， 那 么 就 会 赴 反 它 是 关于 了 的 
四 类 中 随便 哪 一 类 所 应 满足 的 条 件 .。 

现在 ,将 我 们 的 图 形 投影 到 一 个 平面 /上 ， 使 得 = 变 成 
一 个 圆 S'， 而 EF 变 成 和 工 ' 的 无 穷 远 站 线 (由 定理 1',， 这 是 
可 以 做 到 的 )。 四 边 形 A4BCD 的 象 是 内 接 于 5 的 一 个 平行 
四 边 形 4' BC D'， 即 是 一 个 矩形 。 由 于 @ 是 4BCD 的 对 
角 线 的 交点 ， 可 知 它 的 象 CQ 是 年 形 4’B'C’'D' 的 对 角 线 的 
交点 ， 即 3 的 中 心 。 

定理 1 和 1 使 得 我 们 能 够 用 中 心 射 影 去 解决 包含 圆 的 许 
多 问题 。 其 中 有 一 些 列 在 下 面 。 在 解决 这 些 问 题 时 ， 常 帝 要 
用 到 一 个 相当 明显 的 事实 将 园 S 变 成 贺 S 的 中 心 射 影 也 
将 5 的 切线 ( 即 同 ”只 有 一 个 公共 点 的 直线 ) 变 成 ”的 切线 。 
这 些 问 题 如 果 不 用 中 心 射影 米 解 , 一 般 说 来 将 是 非常 困难 的 ， 


39。 《a) 试 证 明 ， 三 角形 的 项 点 同 它 的 内 切 圆 与 对 边 
的 切 点 的 连 线 共 点 [参看 图 63(d)]。 

《b》 设 ABC 趾 一 个 三 角形 ， ?是 一 个 贺 ， 它 同 边 A8B， 
BC ,CA 分 别 交 于 点 M 和 NN,P 和 Q,R 和 T。 设 Ci,Ai,Bi 分 
别 是 ”在 点 M 和 六 ,已 和 @， 和 和 不 的 切线 的 交 上 | 试 证 明 
直线 44,,BB, ,CC, 共 点 ， 


显然 ， 问 题 39(a) 是 问题 39(b) 的 一 个 极限 情形 。 明确 地 
说 , 当 M 和 人 , 己 和 Q@& ,信和 了 成 对 地 重合 时 ,39(b) 就 变 成 39 


电 同上 页 来 的 注 ， 
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《al) 。 

40， 设 ABCD 
是 圆 S 的 一 个 外 切 
四 边 形 , 而 4 ,8B,， 
Ci,Di: 是 它 的 边 同 
的 切 点 (图 57)。 
试 证 明 ， 

(a) 四 边 形 
4BCD 和 4 BC D， A 
的 对 角 线 的 交点 重 图 57 
合 。 

《b》 四边形 4BCD 的 对 角 线 的 延长 线 经 过 四 边 形 
A1B.C1D, 的 对 边 的 交点 。 

41。 设 ABCD 是 加 3 的 一 个 内 接 四 边 形 ， 而 了 和 是 
它 的 对 边 的 交点 ，0 是 它 的 对 角 线 的 交点 。 试 证 明 : 

《a) 存在 无 穷 多 个 内 接 于 9 的 三 角形 ， 它 们 的 边 〈 或 其 
延长 线 ) 都 分 别 经 过 已 , Q , 0 (更 确切 地 说 ， 如 果 8 的 一 个 内 
接 三 角形 的 两 边 分 别 经 过 点 P,Q , 0 中 的 两 个 点 ， 则 它 的 第 
三 边 必定 经 过 第 三 个 点 )。 

(b) 存在 无 穷 多 个 内 接 于 。 的 四 边 形 ， 它 们 的 对 边 的 交 
点 与 P,Q 重合 (更 确切 地 说 ， 如 果 3 的 一 个 内 接 四 边 形 的 两 
条 对 边 交 于 点 已 ， 而 第 三 条 边 经 过 Q ， 则 它 的 对 边 也 经 过 
Q@)， 关 且 所 有 这 种 四 边 形 的 对 角 线 的 交点 与 重合 。 

《c) 存在 无 穷 多 个 内 接 于 ”的 四 边 形 ， 它 们 的 对 角 线 的 
交点 与 0 局 重 合 ， 一 对 对 边 的 交点 与 己 重 合 (更 确 切 地 说 ， 
如 果 内 接 于 S 的 一 个 四 边 形 的 对 角 线 的 交点 与 0 重合 ,， 并且 
一 条 边 经 过 卫 点 ， 则 它 的 对 边 也 经 过 了 关 )， 另 一 对 对 边 的 
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交 反 与 重合 。 

42.。 设 > 是 一 个 圆 ， 书 是 8 所 在 平面 上 的 一 点 。 考 虑 S 
的 经 过 了 的 侈 部 割 线 ， 这 些 制 线 中 的 每 一 条 确定 S 的 一 对 
上 所 。 对 于 每 一 对 这 样 的 点 ，S 在 这 对 点 处 的 切线 有 一 个 交 


图 58 


43, 设 5 是 一 个 团 ，P 是 一 个 点 ，1 是 经 过 了 的 直线 ， 
交 S 于 点 4 和 8， 以 上 表示 S 在 4 和 8B 处 的 切线 的 交点 ， 
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la》 过 上 的 动 家 线 交 4 大 和 BK 于 点 M 和 NN[ 图 58Ca)]， 
试 证 明 ， 从 点 M 和 六 到 图 $ 的 另 一 条 切线 的 交点 的 轨 流 ， 
是 经 过 下 的 一 条 直线 (更 确切 地 说 ,是 该 直线 在 S 外 的 部 分 ). 

(b) 从 圆 S 上 的 动 点 R 到 点 已 和 天 分 别 作 连 线 [ 图 
58(b)]。 试 证 明 ， 直 线 RK 和 RP 分 别 同 S 的 第 二 个 交点 M 和 
NN 的 连 线 *， 经 过 将 线 ! 上 的 一 个 定点 (与 刃 的 选取 无 关 ! 》 

44。 在 一 个 给 定 的 圆 中 试 内 接 一 个 四 边 形 ， 已 知 : 

(a) 它 的 对 角 线 的 交点 M 和 对 边 上 的 两 个 点 天 , 工 。 

《〈b) 两 条 对 边 的 交点 和 其 余 的 两 条 边 上 的 各 一 个 点 。 
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45。 设 44,,BB,,CC, 是 圆 $ 的 交 于 一 点 O 的 三 条 弦 ， 

是 SS 上 的 任意 一 点 。 试 证 明 ，A4BC 的 边 BC ,CA4: AZ 分 
届 同 直 皮 X 人 人 DC 的 交 P,Q,R 在 经 过 0 点 的 一 条 直 
线 上 (图 59》。 

46， 巴 斯 卡 CPaseal) 定 
理 。 试 证 明 圆 内 接 六 边 形 的 三 对 
对 边 的 交点 共 线 (图 60) ， 

在 § 5 中 《参看 问题 80) 还 
要 再 一 次 (以 稳 微 更 一 般 的 形 


式 ) 陈 述 巴 斯 证 定理 
47， 堵 良 松 (Brianchon) 定 FE 
理 。 试 证 明 固 结 圆 的 外 切 大 边 形 四 1 


的 对 项 点 的 三 条 对 角 线 共 点 (图 61)。 


在 第 二 章 $ 5 的 问题 282@ 中 ， 勃 和 良 松 定 理 将 以 另 一 种 
关系 出 现 。 堵 臭 松 定理 的 一 个 颇 使 人 感到 惊奇 的 证 明 可 以 在 
附录 中 找到 (参看 第 149 页 问题 98)。 关 于 勃 息 松 定理 和 巴 斯 卡 
定理 之 间 的 奖 系 看 $ 4 中 的 问题 63。 


(a) (b) 


@ 参看 《几何 变换 》 第 四 坟 。 一 一 英 译 者 
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关于 外 切 或 内 接 五 边 形 、 四 边 形 和 三 角形 的 某 些 结果 是 
挑 捐 松 定 理 和 巴 斯 卡 定理 的 极限 情形 ， 例 如 ,假如 大 边 形 
ABCDEF 的 顶点 在 加 上 移动 并 趋向 于 点 ， 则 边 EF 趋 向 
于 圆 在 的 切线 ,在 这 种 极限 情况 下 我 们 得 到 下 列 结果 :内 接 
于 圆 的 五 边 形 ABCDE 的 边 BC 同 贺 在 E 点 的 切线 的 交点 ， 与 
边 4B 和 DE 的 交点 及 CD 和 AE 的 交点 共 线 [图 62Ca)]。 类 似 
地 ， 假 如 在 大 边 形 ABCDEF 中 顶点 同上 重合 、D 同 C 重 
_ 合 ， 则 相应 地 有 :， 圆 内 接 四 边 形 4BCE 的 边 AB 和 CE 的 交 

点 ， 与 BC 和 圆 在 的 切线 的 交点 ， 以 及 4B 和 圆 在 C 点 的 切 
线 的 交点 共 线 [ 图 62(b)]。 在 天 边 形 中 ， 如 果 我 们 假定 顶点 
F 和 E 重 合 .C 和 DD 重合 , 则 容易 看 到 ， 略 在 一 个 内 接 四 边 形 
ABDE 的 顶点 E 和 B 处 的 切线 的 交点 同 两 对 对 边 的 交点 在 一 
条 直线 上 ， 显 然 ， 圆 在 点 4 和 万 处 的 切线 的 交点 也 在 那 条 直 
线 上 [图 62(e)]。 最 后 ， 假 定 大 边 形 的 顶点 4 和 B 重 合 、C 
入 重合、 和 下 重合 ， 则 可 推出 ， 三 角形 4CE 的 边 同 它 的 
外 搂 加 在 对 顶点 处 的 切线 的 交点 共 线 [图 62C4)]。 我们 不 妨 
认为 所 有 这 些 命题 都 可 以 看 成 是 巴 斯 卡 定理 的 特殊 情形 ， 只 


79 


要 其 中 有 ~ 条 或 几 条 边 的 长 度 黎 于 0 ， 着 且 它 们 都 可 以 用 证 
明 巴 斯 卡 定理 的 方法 进行 还 明 (而 且 在 某 些 情 况 下 证 明 可 以 
大 大 简化 )， 


(b) 


图 63 


用 几乎 同样 的 方法 ， 从 勃 良 松 定理 可 以 推出 一 些 新 的 命 
题 。 为 此 ， 我 们 只 要 假定 外 切 六 边 形 有 一 个 或 几 个 角 等 于 
180"。 这 几 个 结果 提示 在 图 63(a) 一 (4d) 中 ， 它 们 的 陈述 留 给 
读者 (注意 ， 在 图 63(c)，63(d) 中 所 表示 的 定理 和 问题 40(a) 
和 39(a) 中 的 定理 相同 。) 
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48。 设 A 是 加 上 一 点 , 试 只 几 直 尺 作 网 在 4 点 的 切线 ， 

可 以 把 问题 48 同 下 节 中 的 问题 54 作 比较 。 

49。 设 MN 是 圆 5 的 弧 ， 
| 是 和 这 弧 奖 于 一 点 的 划 线 
《图 64)。 试 只 用 下 尺 找 出 [向 
S 的 另 一 个 交点 。 

可 以 把 问题 49 同 下 节 中 的 
问题 55 作 上 比较 ， 
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66. 给 定 三 角形 4BC 和 一 个 点 @ 。 设 训 ,N ,PP 分 别 是 
直线 4Q ,Bo ,CQ 同 边 8C ,C4,48B 的 交点 (图 55)。 又 设 5 是 
A4BC 的 内 团圆 ， 同 它 的 边 切 于 点 D’,E’,F’, 从 M,N,P 
到 S 的 另 一 条 切线 构成 的 三 角形 为 DEFD ， 试 证 明 ， 直 结 
DD' ,EE' ,FF' 交 于 点 8，。 和 


一 


十 其 中 EP,FD,DE 人 外 别 在 经 过 M,N,P 的 切线 人 上， 
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4.， 平面 上 的 配 极 .对 偶 原 理 
下 面 的 定理 在 以 后 将 起 重要 的 作用 ， 
定理 1 设 了 是 不 在 贺 S 上 的 一 个 点 ， 经 过 全 作 所 有 可 
能 的 成 对 的 制 线 ， 它 们 同 S 的 交点 以 A 和 A!，B8 和 B, 吕 示 ，。 
则 所 有 直线 AB 和 和 A18, 的 交点 ， 以 及 直线 A4B, 和 A418B8 的 交点 
全 都 在 一 条 直线 P 上 (图 66)。 


《a) 


直线 P 称 为 点 P 关 于 圆 S 的 极 线 ， 而 了 称 为 的 极 


点 0， z 
初 和 看 起 来 ， 定 理 1 可 能 显得 天 不 特别 有 趣 。 然 而 ， 它 窗 


QD 点 P 了 关于 图 5 的 极 强 也 可 以 定义 成 如 下 的 点 的 组 迹 ， 这 种 点 在 经 过 P 
点 的 基线 上 ， 并 同 了 一 起 调和 地 分 开 由 5 存 该 直 绥 上 记 截 下 的 约 段 ( 参 春 第 
45s46 页 中 的 两 段 )。 
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于 简单 形式 中 的 惊人 的 不 求 凡人 性 将 充分 证 明 我 们 对 它 的 重视 
龙 有 道理 的 ， 

前 一 节 的 定理 1 和 1 使 得 我 们 可 以 给 出 定理 1 的 一 个 平 
掏 的 征明 。 实 际 上 ,如 果 点 了 在 贺 S 的 内 部 [图 66(a)], 则 用 
适当 的 中 心 射影 可 以 把 S 变 成 加 5 ， 而 了 则 变 成 3 的 中 心 
《参看 $ 3 定理 1 )。 当 PP 是 S 的 中 心 时 定理 1 是 显然 的 ， 种 
实 上 ， 在 这 时 四 边 形 4BA,B, 是 一 个 矩形 ( 它 的 各 个 角 都 对 着 
区 经),AB DB4 4B YBA,， 因 此 所 更 找 的 轨迹 是 平面 的 
无 穷 远 下 线 [图 67Ca)]。 由 此 可 见 ， 我 们 的 定理 对 S$ 内 部 的 
任何 点 已 都 成 立 。 如 果 己 在 8 外 面 [图 66(b)]， 则 用 一 个 适 
当 的 中 心 射 影 可 将 经 过 了 点 而 且 不 与 S 相交 的 一 条 直线 变 成 
无 穷 还 讶 线 ( 参 看 § 3 定理 1 )， 从 而 了 变 成 无 穷 远 点 。 然 
而 ， 如 果 了 是 一 个 无 穷 远 点 ， 则 定理 1 是 显然 的 事实 上 ， 
这 时 四 边 形 AA1B1B 是 一 个 办 接 于 圆 的 梯形 ( 即 一 个 等 腰 梯 
形 )， 底 具有 国定 的 方向 [图 67(b?]， 大 且 它 的 边 4AB 和 AP， 
的 交点 ， 以 及 它 的 对 角 线 4 B 和 AB, 的 交点 都 在 它 的 对 称 轴 
上 ， 即 在 S 的 垂直 于 梯形 的 底 的 一 条 直径 上 。 这 说 明定 理 1 
对 于 了 在 外 的 情形 也 成 立 。 


(a) Cb) 


84 


如 果 了 在 SS 上， 则 定理 1 中 的 轨 述 没有 意义 ， 因 为 这 时 
点 4 和 已 与 已 重 合 ， 四 边 形 4BB4, 退 化 成 三 角形 A1B,P， 
次 线 A.8 和 AB, 交 于 P， 而 直线 4B 则 不 确定 (图 68)。 然 而 ， 
容易 看 到 ， 如 果 不 在 SS 上 的 点 ?无 限 趋 向 于 P， 则 了 的 极 线 
p ‘趋向 于 3S 在 P 点 的 切线 (参看 图 68)。 所 以 我 们 自然 可 以 
把 $ 上 一 点 忆 的 (相对 于 3 的 ) 极 线 定义 为 在 己 点 的 切线 
p 。 


图 68 


如 果 P 忆 在 3 内部， 则 它 相 对 于 。 的 极 线 整个 地 在 5 的 外 
部 ， 如 果 了 在 S 的 外 部 ， 则 它 的 极 线 P 和 8 相交 (参看 图 
66)。 不 难 证 明 ， 如 果 点 也 在 圆 s 的 外 部 ， 则 它 的 极 线 了 是 
从 了 到 5 前 两 条 切线 上 的 切 点 的 连 线 [图 66(b)]。 为 了 证 明 
这 一 点 ， 可 以 注意 这 个 诊断 当 忆 是 无 穷 远 点 时 成 立 [ 参 在 图 
67《b)]; 又 因为 把 P 变 成 P'、 把 S 变 成 贺 5 “的 中 心 射 影 ， 
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同时 也 把 了 关于 的 极 线 变 成 关于 $' 的 极 线 ， 并 且 把 SS 
的 切线 变 成 $ 的 切线 ， 从 而 可 以 推 知 所 要 的 结论 成 立 ， 

注意 ， 点 了 关于 圆 S 的 极 线 D 得 着 于 8 的 经 过 书 点 的 站 
答 。 反之， 直线 也 的 极点 卫 在 从 口 的 中 心 O 到 六 的 盘 线 上 。 
只 要 利用 对 称 性 就 不 难得 到 这 个 结论 (图 69). 


(b) 


图 69 


关于 给 定 的 加 2 ， 一 个 点 了 的 极 线 的 作 图 方法 ， 以 及 任 
总 一 条 直线 p 的 极点 的 作 图 方法 ， 将 含 在 这 些 构 念 的 定义 中 
《参看 图 66(a) ,(b))， 这 两 个 作 图 都 只 要 用 到 将 尺 ， 这 一 忆 
我 们 以 后 要 用 到 ， 

关于 极 线 最 重要 的 结果 是 ; 

定理 2 如 果 人 4 点 在 昌 点 的 极 线 b 上 ， 则 B 点 在 A 点 的 
极 线 a 上 (图 70)。 
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ti 


《b) 
图 70 《9 


这 个 性 质 是 定义 的 一 个 直接 推论 。 因 为 如 果 A 是 圆 S 内 
部 的 一 点 ，、 则 B 必 在 5 的 外 部 [图 70C(a)]， 要 不 然 B 的 极 线 
b 将 整个 在 S 的 外 面 ， 从 而 与 S 内 部 的 点 4 落 在 5 上 这 一 事 
实 相 了 矛盾。 由 于 A 在 B 的 极 线 上 ， 因 而 经 过 BB 有 两 条 制 线 分 
别 交 S 于 点 M,Mi 和 N,N,， 使 得 4 是 四 边 形 MMINI1N 的 对 
角 线 的 交点 。 所 以 反 过 来 从 4 点 看 ， 它 的 极 线 就 是 BRO， 其 
中 Q 是 MN 和 MN, 的 交点 , 这 就 证 明了 4 的 极 线 经 过 B 点 。 
如 果 A4A 在 S 外 面 ， 定 理 2 可 用 类 似 的 推理 证 明 ( 这 时 了 可 能 
在 3 的 内 部 ， 如 图 70(a)， 我 们 只 需 在 其 中 交换 4 和 了 的 位 
冉 即 可 ， 或 者 象 图 70(b) 那 样 在 S 的 外 部 )。 如 果 4 是 S 上 的 
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| Te ee 站 四 - 


一 点 ， 则 定理 2 的 证 明 可 以 从 图 70(c) 看 出 来 ， 


51， 试 还 明 : 如 果 从 秆 径 为 1 的 加 SS 的 中 心 0 到 一 点 4 
的 距 况 是 4 ， 则 从 O 到 和 4 关于 3 的 航线 a 的 距离 等 于 1/d。 
52。 设 和 A 和 8 是 两 个 点 ，a 和 5， 是 它们 关于 中 心 在 0 点 
的 圆 的 极 线 ，4P 和 BC 分 别 是 从 4 到 8 和 从 8 到 4a 的 距离 。 
斌 证明 
OA OB 


i 


4 BO ， 

53. (a) 设 ABCD 是 贺 S 的 
内 接 四 边 形 ， 试 证 明 ， 从 S 的 中 
心 到 四 边 形 对 边 交 点 的 连 线 的 下 \ 
线 经 过 它 的 对 角 线 的 交点 . 

(b》 在 A4BCD 是 圆 S 的 外 切 
四 边 形 的 假定 下 证 明 上 述 命 题 。 

54。 设 4 是 圆 * 外 一 点 。 试 
其 用 直 尺 作出 从 4 到 SS 的 切线 ， 图 71 

可 以 把 这 个 问题 同 $ 3 的 问题 48 作 比较 。 

55。 设 MN 是 加 3 的 一 段 给 定 的 缴 ， 是 不 与 达 弧 相交 
的 给 定 的 直线 (图 717。 试 只 用 直 尺 作出 工 同 ” 的 交点 。 

可 以 把 这 个 问题 同 § 3 的 问题 49 作 比较 。 
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..56. 有 两 条 平行 边 的 直 尺 称 为 一 个 平行 次 尺 ,: 这 种 训斥 
二 以 用 来 画 相 忠 等 于 站 尺 宽度 4 的 两 条 平行 线 和 1， 并 且 
使 得 经 过 给 定 的 两 点 4 和 8B[ 图 72(a)]， 或 者 使 得 经 过 A 
而 经 过 妃 [ 图 72(b)]9 . 

斌 证明: 只 用 一 个 宽度 为 a 的 平行 起 尺 ， 可 以 找 出 给 
直线 1 同 已 知 中 心 为 4， 中 径 为 a 的 加 的 交 点 (即使 这 个 加 
没有 画 出 来 )。 


平行 起 尺 是 非常 普通 的 作 图 工具 。 要 确定 什么 样 的 作 图 
问题 可 以 单 用 这 样 的 直 尺 来 解 是 一 个 很 有 趣 的 问题 。 显然， 
只 用 葡 尺 可 以 实现 的 作 图 用 平行 站 尺 也 可 以 作出 来 ， 但 是 反 
过 来 不 对 。 例 如 ， 我 们 将 在 § 5 中 看 到 、 单 用 埋 尺 不 能 作出 
经 过 给 定点 入 且 与 给 定 直 线 ! 平行 的 直线 (参看 第 125 页 ); 而 
这 时 只 用 平行 豆 尺 显然 可 以 解决 这 种 类 型 的 茶 些 作 图 问题 
《参看 8$ 1 问题 3(b))。 

容易 看 到 ， 用 在 行 直 尺 可 以 作出 未 的 图 都 能 够 用 直 尺 和 
圆规 作出 来 (因为 我 们 可 以 用 这 些 工具 解决 表示 在 图 72(a)， 
《b) 中 的 两 个 作 图 回 题 ， 在 图 72《b) 中 和 的 作 图 可 以 归结 
为 给 定 了 下 角 三 角形 4BP 的 匀 边 AB 和 边 BP = aa， 更 作出 它 
的 顶 抬 了)。 反 过 来 ， 在 § 5 中 我 们 将 证 明 ， 能 用 让 尺 和 圆规 
生出 李 的 图 ， 也 芋 访 只 平行 过 尺 作出 坟 在 这 方面 问题 58 
中 的 作 图 将 是 基本 的 。 


57。 试 证 明 ， 连 结 三 角形 4BC 的 顶点 同 这 三 角形 的 对 边 
关于 某 圆 S 的 极点 4, B^,C 7 的 直线 共 点 ， 


Oo 


由 显然， 后 者 只 有 当 48 之 4 时 才 可 能 。 
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这 个 问题 中 的 定理 可 以 重 述 如 下 。 说 两 个 三 角形 ABC 和 
A’B’'C’ 关于 给 定 的 圆 是 配 极 的 ， 如 果 公 A’B'C’ 的 边 是 
A4BC 的 对 应 顶点 的 极 线 ， 定 理 2 说明 ， 作 ABC 的 边 也 就 
是 入 4'B'C' 的 对 应 顶点 的 极 线 . 从 而 问题 57 中 的 定理 断定 : 
配 极 的 三 角形 总 是 透视 的 (参看 8$ 2 问题 22 和 它 后 面 的 注释 ). 
由 此 可 以 推出 三 角形 ABC 和 A’B'C’ 的 对 应 边 的 交点 共 线 ( 参 
看 问题 22)， (在 $ 3 的 问题 39(a) ,(b) 中 的 结论 是 问题 57 中 的 
定理 的 特殊 情形 。) 

58 ， 设 给 定 了 两 个 三 角形 4B8C, AB.C, 和 一 个 圆 S$。 试 
证 明 ， 如 果 这 两 个 三 角形 的 对 应 顶点 的 连 线 共 点 ， 则 人 4BC 
的 边关 于 圆 S 的 极点 和 入 A1B1C, 的 对 应 边关 于 S 的 极点 的 连 
线 也 共 点 。( 换 名 话说 ,如 果 两 个 三 角形 透视 ， 则 和 它们 配 极 
的 两 个 三 角形 也 透视 ， 参看 问题 57 后 面 的 注释 。) 

59。 称 一 个 三 角形 关于 给 定 的 圆 是 自 配 极 的 ， 如 果 它 的 
每 -条 边 是 对 顶点 的 极 线 。 试 证 明 ， 对 于 一 个 钝 角 三 角形 
4BC， 存 在 唯一 的 圆 ， 使 得 A4BC 对 于 它 是 自 配 极 的 * 而 且 
这 个 圆 的 中 心 就 是 人 ABC 的 高 线 的 交点 站 角 三 角形 和 锐角 
三 角形 关于 任何 圆 都 不 是 自 配 极 的 ， 


我 们 注意 ， 从 定理 1 可 以 推出 ， 如 果 在 圆 ” 中 内 接 一 个 
四 边 形 ， 则 以 四 边 形 的 对 角 线 的 交点 和 两 对 对 边 交 后 为 顺 扩 
的 三 角形 关于 S 是 自 配 极 的 [图 73C6a)]。 类 似 地 ， 如 果 作 国 
S 的 一 个 外 切 四 边 形 ， 则 以 四 边 形 的 对 角 线 和 对 边 交 后 的 连 
线 为 边 的 三 角形 关于 3 是 自 配 极 的 [图 73Cb)j， 

(如果 在 图 73(b) 中 的 外 切 四 边 形 的 边 是 3 在 图 73(a7 中 
所 示 的 内 接 四 边 形 的 顶点 处 的 切线 ， 则 图 73(b) 中 的 人 PQR 
与 图 73《a) 中 的 人 POR 重合 请 读者 自己 证 明 这 个 结论 .) 从 
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图 73 


问题 59 中 的 结果 可 以 推测， 上面 提 到 的 两 个 三 角形 都 是 钝 角 
三 角形 ， 大 且 它 们 的 高 线 的 交点 与 S$ 的 中 心 重合 。 
利用 一 个 点 关于 圆 的 极 线 的 概念 ， 我 们 可 以 定义 平面 的 
一 类 变换 ， 这 种 变换 在 证 明 许 多 定理 时 是 有 用 的 。 设 下 是 由 
点 和 直线 组 成 的 平面 图 形 ，8$S 是 一 个 定 圆 。 把 下 的 每 一 个 点 
换 成 它 关 于 S 的 极 线 ， 下 的 每 一 条 直线 换 成 它 关于 的 极 
点 ， 这 些 极 线 和 极点 组 成 一 个 和 图 形 下 相对 应 的 图 形 己 ' 。 用 
上 述 方 法 把 己 变 成 确定 的 图 形 已 /的 变换 ， 称 为 关于 S 的 配 
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极 (polarity) ts 。 有 于 我 们 也 用 配 极 变 模 这 个 词 ， 
当然 ， 在 我 们 至 今 所 用 的 变换 这 个 词 的 意义 下 ， 也 职 是 
说 在 将 点 变 成 点 的 喘 射 〈 点 变换 ) 的 意义 下 ， 配 极 不 是 一 个 
变换 ， 由 定义 ， 它 是 将 点 和 线 互 换 的 一 种 有 频 射 。 因 此 ， 配 极 
人 磁 到 的 所 有 的 变换 〈 和 运动， 相似 变 换 ，、 射 
。 在 下 面 〈 参 看 第 一 章 $ 5) 瑟 ， 我 们 将 会 遇 到 其 它 不 是 
二 谢 的 相 换 的 国 了 


图 :5 .74(a3) 


了 后 厅 所 到 出 的 问 题 来 上 而 定义 配 极 的 方式 是 和 全 
更 确切 地 涪 ， 作 为 不 而 的 点 和 站 绞 的 集合 的 种 变换 它 把 


图 然而 ，“ 配 极 ?” 常常 表示 一 种 更 为 一 般 的 变换 《看 第 94 页 )， 在 那里 ， 
在 它 自 己 的 极 线 上 的 那些 点 一 般 构 成 一 条 圆 毓 册 线 ， 而 不 一 定 构成 一 个 加 ,或 者 
根本 没有 这样 的 点 。 一 一 英 译 省 

加 人 参看 《几何 变换 》 第 四 册 。 一 一 英 译 者 
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每 一 个 点 变 成 某 一 条 直线 ， 把 每 一 条 直线 变 成 某 一 个 点 。 工 
且 ， 根 据 定 理 2 ， 在 直线 ! 上 的 点 变 成 经 过 上 的 象 点 上 的 下 
线 [ 图 74Ca)]， 配 极 把 〈 看 成 点 集合 的 ) 一 条 曲线 y 变 成 新 的 
曲线 ， 上 可 以 设想 为 它 的 切线 族 的 包 络 [ 图 74(b7] 忆 。 


bd 
< 人 7 9 


图 74(b) 


加 这 里 有 一 个 恰当 而 有 趣 的 解释 。 显 然 ， 关 于 具有 中 心 0 和 半径 1 的 图 
的 配 极 ， 中 心 在 0 点 ， 半 径 为 r 的 辆 : 变 成 半径 为 1/r 的 圆 !/， 这 里 设想 为 它 上 面 
的 点 的 集合 ， 面 : 旭 作 为 ;' 自 己 的 切线 的 集合 与 0 相距 + 的 点 4 变 成 与 0 相距 
1/: 的 直线 4， 参 看 问题 51》 ， 或 者 反 过 来 。 现 在 假设 圆 !〈 在 这 时 把 : 看 成 它 的 
切线 z 的 集合 是 有 益 的 》 的 中 心 B 与 0 不 重合 〈 如 前 ，* 的 半径 是 >》 。 如 果 和 4 
是 在 关于 3 的 配 极 下 3 和 “的 象 ， 则 由 间 题 52 的 结果 ,04/4P= 0B/BQ(= 08/7)， 
其 中 4P 和 BQ =+ 分 别 是 从 4 到 2 和 从 B 到 z 的 距离 。 因 此 直线 4 的 集合 《 即 园 :) 变 
成 满足 关系 式 z 

0AjAP = 常数 (=0B/r) 

的 点 4 的 集合 (“轨迹”) s’， 即 次 成 到 0 和 4 的 距离 之 比 是 常数 并 且 等 于 
0B/r) 的 点 4 的 轨迹 。 但 是 ， 大 家 知道 ， 这 个 轨迹 是 一 个 椭圆 (如 0B/+ 过 1， 即 
0 在 内 部 ) ， 或 抛物线 〈 如 0B/r =1， 即 0 在 :上 ) ， 或 双 划 线 〈 如 0B/r>>1， 即 
0 在 外部) 。 由 此 ， 配 极 将 圆 ; 或 者 变 成 圆 〈 这 是 当 :的 中 心 和 确定 配 极 的 圆 8 的 
中 心 0 重合 时 的 情形 ) ， 或 者 变 成 椭圆 ， 锰 物 线 ， 或 双 昌 线 。( 看 《几何 学 的 新 
探索 》 第 六 章 。) 从 这 个 事实 可 以 推出 圆锥 截 线 的 许多 有 趣 的 性 质 。 
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注意， 可 以 不 借助 于 定理 1 而 用 下 面 的 立体 几何 作 图 来 
定义 平面 到 它 自 身 的 配 极 。 设 和 "是 平行 平面 ， 导 是 与 这 
两 个 平面 等 距 离 的 一 个 点 (图 75)、 对 于 x 上 的 每 一 个 点 4 

(除去 从 好 到 普 的 垂 足 0 以 外 ) 、 配 以 如 下 得 到 的 直线 4， 
过 4 和 冯 作 直线 上 ， 经 过 好 作 平 面 4 垂直 于 ! ， 用 ca 表示 4 和 
和 /的 交 线 ， 然 后 把 秋 ' “ 下 降 ” 到 平面 上 〈 即 将 75' 垂下 投 
影 到 关上 ) ， 设 4&a“ 这 时 变 成 了 上 的 直线 ac 。 不 难 证 明 , 将 4 
变 成 跟 它 相配 的 直线 4 的 变换 是 关于 以 O 为 中 心 ， 以 OM 为 
生 径 的 圆 的 配 极 。 我 们 没有 机 会 来 运用 这 个 结果 ， 它 的 证 明 
留 给 读者 。 从 刚才 给 出 的 定义 容易 推出 配 极 的 所 有 性 质 ， 我 


们 建议 读者 自己 做 做 这 些 问题 。 
图 75 


有 时 候 利 用 配 极 可 以 把 给 定 的 一 个 问题 归结 为 比较 简单 
的 问题 〈 例 如 ， 下 面 的 问题 67 和 68》 。 更 重要 的 是 配 极 可 以 
用 来 作为 从 已 知 的 结果 获得 新 的 结果 的 一 种 手段 。 为 阐明 这 
一 点 ， 注 意 在 用 中 心 射 影 或 平行 射影 解决 前 几 节 中 的 问题 
时 ， 我 们 的 想法 是 把 给 定 的 问题 归结 为 这 同一 个 问题 的 简单 
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的 特殊 情形 (例如 ， 在 8$ 1 中 用 等 边 三 角形 代替 任意 三 角形 ， 
而 在 $》2 和 8$ 3 中 用 一 对 平行 线 代 替 一 对 任意 直线 ) 。 在 用 配 
航 时 ， 一 般 地 说 ， 我 们 不 是 把 给 定 的 问题 化 成 它 的 一 种 特殊 
情形 ， 车 实 上 ， 配 极 把 一 个 图 形变 成 另 一 个 与 它 完 全 不 同 的 
图 形 ， 点 换 成 了 直线 ， 而 直线 换 成 了 点 。 因 此 ， 如 果 我 们 对 
伸 随 某 一 个 命题 的 图 形 使 用 配 极 ， 将 得 到 对 应 于 一 个 新 的 命 
题 的 图 形 。 这 个 新 的 命题 可 能 比 原来 的 要 简单; 通过 证 明 
它 ， 我 们 也 就 证 明了 原来 的 命题 。 如 果 这 个 新 命题 并 不 上 比 原 
米 的 简单 ， 对 我 们 仍然 是 有 好 处 的 ， 因 为 证 明 了 其 中 的 一 
个 ， 另 一 个 也 就 自动 成 立 。 

从 一 个 定理 用 配 极 变换 所 得 到 的 另 一 个 定理 ， 称 为 原 定 
理 的 对 偶 定 理 ， 而 彼此 对 偶 的 成 对 的 定理 的 存在 性 ， 就 是 众 
所 周知 的 对 锡 原 理 ， 在 后 面 我 们 将 用 许多 例子 来 阐述 它 。 

以 平面 的 配 极 概念 为 基础 的 对 偶 原 理 ， 使 得 我 们 可 以 从 
给 定 的 一 个 定理 通过 术语 “点 ”和 “直线 ”的 互 换 得 到 一 个 
新 的 定理 。 在 定义 配 极 时 ， 我 们 用 到 了 本 节 开 头 的 定理 1 。 
它 的 意义 并 不 仅仅 在 于 使 得 我 们 能 够 对 每 一 个 点 配 以 一 条 确 
定 的 直线 、 和 对 每 一 条 直线 配 以 一 个 确定 的 点 一 一 这 种 对 应 
是 十 分 普通 的 《例如 ， 对 于 一 个 点 P， 我 们 可 以 用 由 了 和 某 
个 定点 0 的 连 线 的 垂直 平分 线 和 它 相 对 应 ， 而 O 〇 对 应 的 是 ， 
区 如 说 ， 无 穷 远 直 线 8 而 无 穷 远 点 则 和 经 过 O 点 垂直 于 该 无 
穷 远 点 所 确定 的 方向 的 直线 相对 应 ) 一 一 而 在 于 它 使 得 我 们 
给 直线 ! 上 的 一 点 所 配 的 直线 是 经 过 与 ， 相对 应 的 点 的 一 条 
直线 (参看 定理 2 ) 。 可 以 证 明 ， 刚才 所 说 的 后 一 种 对 应 
(使 得 一 个 点 〈 一 条 直线 ) 对 应 于 唯一 的 一 条 直线 〈 一 个 
点 ) ， 荐 且 使 得 一 个 点 和 经 过 它 的 一 条 直线 、 对 应 的 是 一 条 
直线 和 在 它 上 面 的 一 个 点 的 那 种 对 应 ) ， 都 能 够 用 关于 某 一 
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个 圆 的 配 极 ， 以 及 “〈 如 果 还 需要 的 话 ) 平面 到 它 自 身 的 一 个 
中 心 射 影 ， 或 者 中 心 对 称 加 一 个 中 心 射 影 来 实现 @ 。 

再 说 明 一 点 。 我 们 可 能 已 经 给 读者 以 这 样 的 印象 ， 那 就 
是 配 极 基本 上 是 从 已 有 的 定理 获得 新 定理 的 一 种 方法 ， 而 中 
心 射 影 和 平行 射影 则 仅仅 是 用 来 作为 证 明 几 何 命题 的 一 种 技 
巧 。 这 种 看 法 不 是 完全 正确 的 ; 因 为 正如 我 们 在 上 面 提 到 
的 ， 配 极 有 时 可 以 用 来 证 明 给 定 的 几何 命题 ， 并 且 就 象 我 们 
将 要 说 明 的 ， 中 心 射 影 和 平行 射影 偶而 也 用 来 从 已 知 的 定理 
推出 新 的 定理 ， 通 过 对 -个 定理 的 图 形 作 中 心 射影 或 平行 射 
影 ， 有 了 时候 可 以 得 到 一 个 新 的 定 蛙 。 著 虑 一 个 定理 ， 如 果 它 
仅仅 包含 在 平行 射影 下 保持 的 那些 概念 〈 即 是 仿 射 几何 的 一 
个 定理 ， 参 看 本 书 的 引 论 ) ， 那 么 显然 ， 对 这 种 定理 作 平 行 
射影 ， 不 能 给 出 一 个 新 的 定理 (正如 用 运动 作用 在 任何 定理 
的 图 形 上 总 不 会 导致 一 个 新 的 定理 一 样 ， 关于 这 个 问题 的 更 
加 详细 的 讨论 ， 可 以 参看 《几何 变换 》 第 一 册 的 引 论 》 ， 但 
是 有 可 能 导致 这 个 定理 的 一 种 简单 的 特 丈 情形; 在 81 中 已 
经 给 出 这 种 类 型 的 许多 恰当 的 例子 。 然 而 ， 对 于 包含 不 是 优 
射 概念 的 定理 中 的 图 形 ， 作 平行 射影 有 可 能 给 出 一 个 新 的 定 
理 ， 例 如 ， 利 用 射影 把 直角 三 角形 变 成 等 边 三 角形 ， 我 们 就 
能 从 关于 直角 三 角形 的 定理 得 到 新 的 定理 ， 类 似 地 ， 对 优 射 
性 的 定理 用 中 心 射 影 可 以 导致 新 的 定理 ， 在 前 面 已 经 给 出 恰 
当 的 例子 (参看 $1 中 的 问题 29,31,32(a),33)。 总 之 ， 此 较 
稳 安 的 说 法 是 ， 中 心 射影 和 平行 射影 更 经 常 地 是 用 来 证 明定 
理 ， 而 配 极 则 更 常用 来 从 已 知 的 定理 获得 新 的 定理 。 

重要 的 是 要 注意 ， 对 偶 原 理 仅仅 在 射影 平面 ， 即 补充 了 


Q@ ”关于 这 方面 可 参考 H.S.M. Coxeter 的 Projective Geometry (Blais- 
dell Publishing Co.。New York，1964) ， 第 八 章 。 
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“无 穷 远 元 素 ” 的 平面 上 成 立 〈 关 于 圆 $ 的 配 极 ， 将 S 的 中 
心 变 成 无 穷 远 直 线 ， 而 它 的 直径 则 变 成 无 穷 远 点 ) 。 这 是 因 
为 对 偶 原 理 使 得 我 们 可 以 互 换 儿 何 命题 中 的 点 和 直线 ， 这 意 
味 着 点 和 直线 在 某 种 意义 下 是 对 等 的 。 而 在 引进 无 穷 远 元 素 
以 前 ， 点 和 直线 决 不 是 对 等 的 ， 因 为 如 果 对 等 ， 则 从 平行 直 
线 〈 没 有 公共 点 的 直线 ) 的 存在 就 该 推出 “平行 ”点 《“ 没 
有 公共 直线 ”的 点 ， 即 没有 同时 经 过 它们 的 次 线 的 点 ) 的 存 
在 ， 但 是 这 样 的 点 是 不 存在 的 。 无 穷 远 元 素 的 引进 消除 了 平 
行 直 线 的 特殊 地 位 ， 在 射影 平面 上 ， 任 意 两 条 直线 都 有 唯一 
的 公共 点 (通常 的 点 或 无 穷 远 点 ) ， 而 任意 两 个 点 也 总 是 确 
定 唯一 的 经 过 它们 的 直线 (参看 第 一 章 ，8 2 第 46 页 及 其 后 
诸 页 ) ， 

可 以 证 明 ， 从 上 面 提 到 的 射影 平面 的 点 和 直线 的 基本 性 
质 的 对 称 性 ， 能 够 推出 对 偶 原 理 ， 即 从 给 定 的 一 个 定理 通过 
互 换 术 语 “ 点 ”和 “直线 ”以 用 “在 上 ”和 “经 过 ”， 可 以 
得 到 一 个 新 的 定理 〈 它 的 对 偶 ) 。 实 际 上 ， 在 证 明 任何 几何 
定理 时 ， 我 们 总 是 把 它 归 结 成 一 个 比较 简单 的 定理 ， 然 后 再 
”归结 成 一 个 更 加 简单 的 定理 ， 如 此 下 去 ， 直 至 达到 最 简单 的 
几何 命题 ， 即 所 谓 公理 (公认 的 无 需 证 明 的 假设 ) 。 现 在 ， 
在 射影 平面 上 的 点 和 直线 的 基本 性 质 是 完全 对 等 的 ， 这 就 是 
说 ， 在 任何 给 定 的 公理 中 ， 如 果 我 们 互 换 “点 ” 和“ 直线? 
以 及 “在 上 ”和 “经 过 ”， 可 以 得 到 一 个 正确 的 命题 。 不 妨 
把 这 些 命题 也 列 为 公理 。 虽 然 这 样 所 得 到 的 公理 系统 会 显得 
黑 熬 ， 但 它 是 自 对 偶 的 。 而 另 一 方面 ， 任 何 〈 正 确 的 ) 定理 
的 对 偶 ， 必 然 是 一 个 新 的 也 是 正确 的 定理 ， 它 可 以 用 跟 原 定 
理 的 证 明 过 程 大 和 致 相同 的 形式 来 证 明 ， 唯 一 的 差别 只 是 这 时 
的 证 明 过 程 追溯 到 的 有 关 的 公理 与 原 定理 追溯 到 的 公理 是 
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互相 对 偶 的 7 。 

还 要 说 明 一 点 。 就 类 得 对 偶 定 理 这 一 点 来 说， 利用 配 极 
可 以 比 利 用 点 和 站 线 的 基本 性 质 的 对 等 性 得 到 多 得 多 的 对 偶 
定理 。 因 为 一 方面 ， 这 种 对 等 性 〈 来 源 于 存在 成 对 对 偶 的 公 
理 ) 的 运用 ， 仅 限于 不 涉及 角 诬 或 距离 的 那些 定理 〈 由 于 我 
们 没有 这 些 概念 的 对 偶 )& 。 另 一 方面 ， 在 下 面 第 102 页 上 给 
出 的 配 极 的 性 质 B 和 4， 使 得 我 们 能 够 对 更 大 一 类 定理 应 用 
对 偶 原 理 ， 


a 


图 76 


下 面 我 们 来 考虑 配 极 的 某 些 性 质 ， 共 中 最 重要 的 是 : 

A。 配 极 把 点 4 和 经 过 人 的 过 线 局 分 别 变 成 过 线 a 和 在 a 
上 的 点 8( 图 76)，。 

配 极 的 这 个 性 质 是 定理 2 的 直接 推论 

从 性 质 A 可 以 推出 ， 配 极 把 在 一 直线 ! 上 的 三 个 点 4， 
B,C 变 成 经 过 一 点 工 的 三 条 直线 ab c( 图 77， 也 可 参看 图 74 


Q@ 详细 情形 可 参看 卫 .S.M. Coxeter 的 Projective Geometry 的 第 三 章 。 
@ 换 名 话说， 射影 平面 中 点 和 直线 的 基本 性 质 的 等 价 性 ,只 允许 我 们 对 射 
影 几何 的 定理 《参看 本 书 引 论 ) 应 用 对 偶 厌 理 ， 
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《a))。 反 过 来 ， 它 把 三 条 共 点 的 直线 〈 经 过 同一 个 普通 的 点 
或 无 穷 远 点 ) 变 成 三 个 共 线 的 点 。 仅 仅 用 这 个 事实 就 使 得 我 
们 可 以 从 给 定 的 定理 获得 新 的 定理 ,例如 ， 考 虚 问 题 38(a) 
中 的 定理 ， 假 设 4, ,Bi ,Ci 是 三 角形 4BC (为 简单 起 见 ， 称 
为 AT)》 的 边 上 的 点 ， 它 们 使 得 直线 44 ,B88B, ,CC 交 于 一 点 
O ， 并 假设 A,,B,,C, 是 三 角形 41B.C1( 信 1》 的 边 上 的 点 ， 
使 得 直线 Al A,,B, B, ,CiC, 交 于 一 点 01， 则 下 线 AA,, Bb,, 
CC, 也 交 于 一 点 [图 78Ca)]。 对 这 个 定理 作 配 极 ， 则 三 角形 人 
变 成 三 角形 i ， 它 的 边 是 二 的 顶点 的 极 线 4a,b,c， 点 0 变 成 直 
线 0， 而 三 角形 了 则 变 成 三 角形 tL， 它 的 边 是 t 的 项 点 与 它 
的 对 边 和 0 的 交点 的 连 线 41, 纪 ,C1; 点 OO 变 成 下 线 01， 而 点 
A,,B;,C。 则 变 成 羽 的 顶点 与 它 的 对 边 和 ol 的 交点 的 连 线 4;， 
bcz[ 图 78(b)]]。 

由 于 问题 38(a) 的 定理 告诉 我 们 直 线 44,,8B,,CC, 共 
点 ， 因 此 可 以 推出 直线 偶 a 和 ca:，20 和 久 ，2 和 os 的 交点 共 线 ， 
于 是 我 们 得 到 下 述 定 理 ， 如 果 刀 是 一 个 三 角形 ， 它 的 边 在 三 
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角形 t 的 顶点 与 它们 的 对 边 和 一 直线 0 的 交点 的 过 线 上 ;又 
设 名 是 一 个 三 角形 ， 它 的 边 在 连结 所 的 顶点 与 它们 的 对 边 和 
茶 一 将 线 0 的 交 后 的 站 线 上 ， 则 三 角形 t 和 纪 的 对 应 边 的 交 
点 共 线 。 这 是 一 个 用 新 的 图 形 描绘 的 完全 新 的 定理 ， 它 的 成 
江 由 问题 38Ca) 的 定理 和 配 极 的 性 质 A 所 保证 ， 从 而 无 需 再 
男 外 给 出 证 明 中 ， 


60。 试问， 对 问题 17 (Ca), Cb)，21(a),(b)，22,25,26,. 
27,28 中 的 定理 作 配 极 ， 得 到 的 是 一 些 什 么 样 的 定理 ? 

61， 在 一 平面 上 给 定 条 共 点 的 直线 六 ,5 和 7 个 
点 M1, M,,… ,Mn。 试 作 一 个 n 角形 4,4…A4,， 要 求 它 的 顶 
点 在 直线 ,ls,… ,ls 上 ,而 它 的 边 又 经 过 点 M),M,,*…,M,. 

》5 中 的 问题 90 是 问题 61 的 -一 个 相当 天 的 推广 。 

62， 试问 ， 对 问题 36(a) 一 (4)，37(a) 一 (ec)，38(b) 中 
的 定理 作 配 极 ， 将 得 到 那些 定理 ? 

”63。 试问 ， 通 过 对 问题 39(a) ,(b)，40(a) ,(b)，41， 
43(a),(b7，45,46,47,50 中 所 提 到 的 圆 作 配 极 ， 从 这 些 问 题 
得 到 的 是 些 什么 定理 ? 

64， 试问 : 如果 我 们 对 问题 42 关 于 圆 $ 作 配 极 ， 将 得 到 
什么 定理 ? 

65， 给 定 一 个 圆 $ 和 三 条 直线 1， 试 作 S 的 外 切 四 
边 形 4BCD， 使 得 4 和 C 在 !/ 上 , 8B 在 1， 而 DD 在 li, 上， 


中 注意， 严格 地 说 ， 用 配 极 导出 新 的 定理 需要 将 一 个 配 极 作用 两 次 。 只 
要 我 们 对 刚才 讲 的 例子 作 进一步 的 分 析 就 可 明白 这 一 点 。 对 给 定 的 定理 (在 这 里 
就 是 问题 38(a) 中 的 定理 ) 作 一 次 铠 极 变换 ， 可 以 得 到 一 个 新 的 定理 的 陈述 。 我 
们 不 能 肯定 新 的 定理 在 所 有 的 情形 下 都 是 真 的 《对 于 t,。 和。o1 完全 任意 的 图 78 
(b， 我 们 不 能 断定 它 能 够 通过 对 图 78(a) 作 一 次 配 极 得 到 )， 为 证 明 所 得 到 的 定 
理 ， 必 须 作 第 二 次 配 极 把 它 妇 结 为 原来 的 定理 。 
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$ 5 中 的 问题 84(b) 是 这 个 问题 的 推广 。 

66。 试 从 梅内 劳 斯 定理 ( 贿 看 8 2 中 的 问题 34(a)7 利 用 本 
极 得 到 塞 扎 定 理 ( 回 题 34(b))， 莽 且 反 过 来 ， 从 蹇 瓦 定 理 得 
到 梅内 劳 斯 定理 ， 


下 面 我 们 考虑 配 极 的 其 它 的 性 质 。 

B。 关于 园 S 的 配 极 把 平行 线 变 成 和 9 的 中 心 O 共 线 
的 点 ， 反 过 来 ， 把 同 8 前 中 心 O 闪 线 的 点 变 成 平行 线 (图 
79)。 

这 个 性 质 是 下 列 事 实 的 直接 推论 ， 直 线 a 的 极点 在 经 过 
S 的 中 心 ， 且 垂直 于 4 的 直线 上 (参看 第 86 页 )。 


图 79 图 ”80 


C. 设 人 和 是 是 两 个 点 ， 4 和 b 是 它们 在 关于 中 心 为 O 
的 某 个 国 S 指 杞 极 下 准 象 。 则 征 线 4 和 4 上 的 炎 育 竺 于 线段 
AB 对 O 点 所 张 的 育 ( 或 它 的 补 角 )。 

这 个 性 质 也 可 以 从 点 4 的 极 线 a 与 直线 04 互相 垂直 推 
出 来 ， 因 为 它 说 明 直 线 a 和 5， 的 夹 角 的 边 与 OA 和 0B 的 夹 
角 的 边 两 两 垂直 (图 80)。 
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配 极 的 性 质 B 和 C 使 得 我 们 可 以 从 初等 几何 的 许多 定理 
得 到 新 的 定理 。 例 如 ， 考 虑 命题 : 内 接 于 中 圆 的 角 是 直角 
[图 81(a)]。 关 于 所 说 的 圆 作 配 极 ， 则 点 4,B,C 变 成 的 切 
线 4,b,c， 特别 地 ， 如 果 人 和 了 是 S 的 对 径 点 ， 则 切线 4 和 
b 平行 (参看 配 极 的 性 质 B)。 考 虑 到 配 极 的 性 质 C ， 我 们 立 
列 可 以 断定 ， 如 果 8 是 中 心 在 0 点 的 圆 ，S 的 两 条 平行 切线 
交 8S 的 第 三 条 切 线 于 点 友和 工 ， 则 角 KOL 是 直角 [图 81 
(b)]。 


下 面 是 另 一 个 较为 复杂 的 例子 。 以 平行 四 边 形 的 边 的 中 
反 作 为 顶点 的 四 边 形 也 是 一 个 平行 四 边 形 (图 82Ca)， 看 《 几 
何 变换 》 第 一 册 中 的 问题 16(a))。 这 几乎 是 显然 的 。 我 们 来 
看 看 对 这 个 命题 作 配 极 可 以 得 到 什么 命题 。 

首先 ， 我 们 必须 用 在 配 极 下 共 象 为 已 知 的 东西 来 定义 平 
行 四 边 形 的 边 的 中 点 《因为 我 们 不 知道 线段 的 中 点 在 配 极 下 
的 象 是 怎样 的 直线 )。 我 们 采用 的 定义 是 , 平行 四 边 形 的 边 
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的 中 点 是 它 的 边 和 它 的 中 线 一 一 经 过 对 角 线 的 交 后 平行 于 该 


图 82 


由 配 极 的 性 质 B， 口 48CD 变 成 四 边 形 4’B’C’D,， 

它 的 对 角 线 的 交点 和 S 的 中 心 0 重合 (看 图 82Cb)，S 在 图 中 
没有 夯 出 来 )。 平 行 四 边 形 的 对 顶点 变 成 四 边 形 A’B8’C’D” 
的 对 边 ， 平 行 四 边 形 的 对 角 线 变 成 四 边 形 的 两 对 对 边 的 交点 
和 上 上 ， 而 对 角 线 的 交点 则 变 成 直线 KL，。 根 据 配 极 的 性 质 
B 和 &C ， 平 行 四 边 形 的 中 线 变 成 四 边 形 A’B'C’'D’' 的 对 角 
线 A’C' 和 8B’D’ 与 直线 KL 的 交点 EE 和 下， 从 而 平行 四 边 
形 的 边 的 中 点 变 成 直 线 EB' 和 ED’ 以 及 FA’' 和 FC/， 而 
原 命 题 则 变 成 如 下 的 对 偶 命 题 ， 共 边 在 丁 线 FA’,EB’,FC” 
和 上 D’ 上 的 四 边 形 的 对 角 线 的 交点 与 四 边 形 A4’B’C’D’' 的 
对 角 线 的 交点 重合 [图 82(b)]。 
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这 个 新 命题 是 不 是 明显 的 ， 也 不 是 简单 的 。 它 的 直接 证 


67， 试用 配 极 的 性 质 
了 证 明 德 札 尔 格 定理 (82 
问题 22)。 

68, 设 是 三 角形 
ABC 的 内 切 圆 ，! 是 9 
的 切线 ，M,N,P 是 1 同 
人 ABC 的 边 的 交点 (图 
83)。- 从 S 的 中 心 0 分别 
引 垂 直 于 直线 OM,ON， 
OP 的 直线 ， 它 们 同 这 个 
三 角形 的 对 应 边 的 交点 用 
Mi,N1,Pi 表示 。 试 还 明 
版 M,Ni,P, 在 ”的 一 条 
切线 上 。 

69. 在 圆 申 ， 间 绝 所 张 的 圆周 角 相等 。 试 叙 壕 对 这 个 命 
题 作 配 极 所 得 到 的 新 命题 ， 

70. 对 关于 辛 姆 逊 (Simson) 线 的 定理 人 几何 变换 》 第 二 
册 , 第 二 章 , 1 中 的 辣 题 61) 作 配 极 得 到 一 个 新 的 定理 ， 试 叙 
述 之 。 


71， 三 角形 的 中 线 共 点 。 对 这 个 定理 作 配 极 ， 这 个 配 极 
所 用 的 加 是 该 三 角形 的 外 接 贺 。 试 陈 壕 所 得 到 的 新 定理 ， 
: 72， 如果 平 行 四 边 形 的 对 角 线 正 交 ， 则 它们 平分 项 角 。 
对 这 个 定理 作 配 极 ， 试 陈述 所 得 到 的 定理 ， 

73， 试 陈述 对 下 列 定 理 作 配 极 所 得 到 的 定理 : 


(a) 三 角形 的 高 线 共 点 ， 
(b) 三 角形 的 平分 和 角 线 共 点 。 
74. 试 给 出 一 对 对 偶 定 理 的 例子 。 


除了 性 质 A 一 C 外 ， 配 极 还 有 其 它 的 性 质 ， 例 如 在 问题 
51 和 52 中 所 给 出 的 那些 性 质 ， 在 从 已 知 定理 获得 新 定理 时 它 
们 也 是 有 用 的 了 。 例 如 ， 假 车 我 们 用 性 质 C 和 问题 51 中 的 定 
理 , 就 容易 证 明 ， 从 《几何 变换 》 第 二 册 , 第 二 章 , $ 2 中 问题 
81Ca) 的 定理 ， 通 过 配 极 可 以 得 到 下 远 定 理 ， 如果 pi,ps,Ps 
是 从 一 点 0 到 三 角形 4BC 的 三 条 边 的 更 离 ， 送 且 这 些 边 对 
O 点 所 张 的 角 相 等 (或 互补 )@ ， 则 1/pi,1/ps,1/ps 中 的 最 大 
数 不 超过 其 余 两 数 之 和 。 类似 地 ， 利 用 问题 52， 从 第 二 章 
$ 4 中 的 问题 254(Ca) :可 以 得 到 下 列 结果 ， 

设 S 是 2n 角形 AlA,'- As 的 内 切 圆 ， 1 是 5 的 任意 一 
条 切线 。 则 从 该 2n 角形 的 偶数 编号 的 顶点 到 /的 距离 之 积 
等 于 从 奇数 编号 的 顶点 到 ! 的 距离 之 积 。 

设 3 是 nn 角形 AlA,.… A, 的 内 切 圆 ， 上 是 S 的 任意 一 条 

@ ”从 问题 51 可 以 推出 ， 关 于 以 0 为 中 心 ，] 为 半径 的 国 8 的 配 极 。 到 0 点 
距离 为 4 的 点 4 将 变 成 到 0 点 距离 为 1/4 的 直线 a， 并 且 将 彼此 相距 为 4 的 两 
个 点 4 和 B 变 成 两 条 这 样 的 直线 a。 和 5， 它们 要 满足 条 件 4'B8’/(04,0B/) = 
d; 这 里 4/ 和 3 分 别 表示 0 在 a 和 45 上 的 射影 。 从 问题 52 可 以 推出 ， 这 同一 个 
配 极 将 点 4 和 到 4 的 距离 为 4 的 直线 5 变 成 直线 a 和 到 4 的 距离 为 4.0B/04 
的 点 引 。 关 于 这 些 结论 的 应 用 ， 例 如 ， 可 以 看 第 93 页 上 的 注 。 

国 “如果 三 角形 4BC 的 三 个 角 都 小 于 120。， 则 0 是 这 个 三 角形 的 内 点 ， 且 
所 说 的 那些 角 都 等 于 120。， 如 果 这 个 三 角形 是 印 角 三 角形 ， 且 它 的 人 钝 角 大 于 
120*。 则 不 存在 使 得 所 说 的 角 都 相等 的 点 ， 那 时 0 是 三 角形 的 外 点 ,所 说 的 三 个 
角 中 有 两 个 角 等 于 60*， 而 三 角形 的 最 大 边 所 张 的 第 三 个 角 等 于 120*。 最 后 ， 如 
果 三 角形 有 一 个 角 等 于 120*。 则 点 0 和 该 角 的 顶点 重合 ， 这 个 定理 没有 意义 。 

这 个 点 0 有 一 些 值 得 注意 的 性 质 (其 中 有 一 些 在 《几何 变换 ) 第 二 册 ， 第 二 


罕 , §2 中 讨论 过 ) 1 在 文献 中 有 时 称 它 为 这 个 三 角形 的 托 里 拆 利 (Torricelli 点 ， 
@ 参 君 《几何 变换 》 第 四 册 ， 一 一 英 译 痢 
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切线 。 则 从 该 n 角形 的 顶点 到 [的 距离 之 积 等 于 从 谈 n 角形 
与 圆 的 切 点 到 / 的 距离 之 积 ， 

设 S 是 正 n 角形 4,4。…4n 的 内 切 圆 ， 上 是 ”的 任意 一 
条 切线 。 如 果 从 这 n 角形 的 顶点 到 /的 距离 do,d… ，dn- 
之 最 小 值 为 4， 则 有 


图 84 

大 家 注意 ， 配 极 还 有 一 个 性 质 ， 它 在 包含 这 种 变换 的 比 
较 深 的 工作 中 将 起 基本 的 作用 。 为 了 陈述 这 个 性 质 ， 我 们 必 
须 先 引进 与 共 线 四 点 的 交 上 比 ( 参 看 第 43 页 ) 相 类 似 的 所 谓 共 点 
四 线 4,b; Cc,4 前 交 比 。 这 种 交 比 定义 为 给 定 的 这 四 条 直线 
辐 任 意 第 五 条 直线 ! (不 经 过 给 定 四 条 直线 的 公 共 点 ， 参 看 
图 84) 的 交点 4,B; C , 的 交 比 。 显 然 ， 四 条 下 线 a,b; c,d 
的 这 种 交 上 比 与 直线 ! 的 选取 无 关 ; 因 为 如 果 另 一 直线 1 同 
a,b,c,d 分 别 交 于 点 4',B',C',D', 则 4’',B'; C',D’ 的 
交 比 等 于 点 A,8，C ,D 的 交 上 比 ( 根 据 中心 射 影 的 性 质 C; 参 
看 图 84 和 图 34) 了。 

现在 我 们 可 以 叙述 配 极 的 另 一 个 性 质 ; 
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D. 如 果 配 极 将 直线 上 上 的 四 个 点 4,B,C 局 变 成 四 条 
次 线 ac2,d4( 由 配 极 变换 的 性 质 A， 这 些 让 线 交 于 一 点 也) ， 
则 四 条 让 线 4a,b5c,d 的 交 比 等 于 四 个 点 4,DB35C , 的 交 比 。 

性 质 D 的 证 明 是 简单 的 。 考 虑 站 线 1! 上 的 四 个 点 A,B， 
C,D 和 它们 关于 贺 S 的 极 线 a,b,c,d( 图 85)。 从 四 条 直线 的 
交 上 比 的 定义 ， 可 以 推出 点 4,B; C,D 的 交 比 等 于 让 线 04， 
0B; OC ,OD 的 交 比 ， 其 中 0O 是 S 的 中 心 。 由 于 一 点 关于 圆 
5 的 极 线 垂直 于 该 点 同 S 的 中 心 的 连 线 ( 参 看 第 43 页 )， 从 而 
直线 0A,0B,OC ,0D 分 别 垂 站 于 直线 a,p,c,d。 由 此 可 以 
断定 ， 两 组 四 条 直线 cbc,d 和 OA4,0B8,0OC,0D 经 过 适当 
的 运动 可 以 重合 ， 事 实 上 ， 先 将 直线 04,0B,OCOD 作 平 
移 ,使 得 0 和 工 重 合 ,然后 再 将 这 些 直 线 绕 上 旋转 90"， 就 可 
实现 这 一 点 。 从 而 推出 四 条 直线 O04,0B，0C ,OD 的 交 上 比 等 
于 四 条 直线 4,b;c,d 的 交 比 ;所 以 四 个 点 4,B; CC,D 的 交 比 
也 等 于 四 条 直线 4,b;c,d4 的 交 比 ,这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 。 


@” 可 以 证 明 、 四 条 直线 zj0 cd 的 交 比 等 于 
| 人) 
志方 sn， 

其 中 / (=， 力 表示 直线 > 和 ) 所 夹 的 角 ， 
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5。 直线 和 圈 的 射影 变换 , 直 尺 作 图 


设 1 和 1’ 是 一 本 面 上 两 条 不 同 的 直线 ，O 是 读本 而 上 的 
一 点 ， 它 不 在 这 些 直 缠 上 。 从 O 〇 将 1 射影 到 4， 即 对 于 1 上 
的 每 一 个 点 P， 以 1 和 直线 OP 的 交点 P 与 它 相对 应 (图 
86)。 注意 ， 如 果 1 不 
太行 于 1， 则 ! 同 经 过 
0 点 平行 于 1 的 直线 的 
交点 X， 在 这 个 射影 下 
设 有 性 上 的 任何 点 与 它 
相对 应 。 为 了 使 XX 同 其 册 86 
它 的 点 处 于 平等 的 地 位 ， 我 们 说 半 射 影 到 ! 的 无 穷 远 点 。 类 
似 地 ， 对 于 上 同 经 过 0 点 平行 于 / 的 直线 的 交 点 Y/， 在 这 
个 射影 下 ， 我 们 说 它 是 的 无 穷 远 点 的 象 。 

若 直 线 ! 和 4 平行 [图 87(a)]， 则 说 这 个 射影 将 ! 的 无 
穷 远 点 变 成 1 的 无 穷 远 点 。 若 从 ! 到 1 的 射 影 是 平行 射影 
[图 87Cb)]， 我 们 也 说 ! 的 无 穷 远 点 变 成 1 的 无 穷 远 点 。 


\ 
0 \ 1 
\ 
不 \ \ 
Gg 了 \ \p 
py /Pr NAN \ \ \ 
mA A\ Vp \ | 
一 一 
/| 、\ WA \ \ \ 
\ NA \ \ 
8) (b) 


图 87 
中 心 ( 或 平行 ) 射 影 不 是 直线 到 它 自身 上 的 变换 ， 而 是 从 
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一 直线 到 另 一 直线 上 的 映射 。 现 在 ， 从 点 0 将 直线 上 射影 到 
直线 ll 上 ， 再 从 点 01 将 直线 局 射影 到 直线 ! 上， 然后 从 局 
0, 将 直线 射影 到 ls 上 ， 等 等 ， 最 后 又 从 点 On 将 直线 i。 
回 过 来 射影 到 1 上 (图 88)。 这 一 连 串 射影 先 将 1 上 的 点 4 变 
到 上 的 点 Al， 又 射影 到 i。 上 的 点 4,， 再 射影 到 ls 上 的 
点 4:， 等 等 ， 最 后 射影 到 原 直 线 ! 上 的 点 4 ， 如 此 ， 这 一 
串 中 心 射 影 确定 了 ! 到 它 自身 上 的 一 个 变换 ， 它 将 点 4 变 成 
点 A'。 我 们 把 直线 上 的 这 种 变换 称 为 一 个 射影 变换 或 射影 . 
在 上 面 的 一 串 射 影 中 有 一 个 或 几 个 是 平行 射影 而 不 是 中 心身 
影 的 情形 ， 也 一 样 叫做 射影 变换 中 。 


图 88 
下 面 是 射影 的 基本 性 质 ， 秆 线 的 射影 保持 四 个 点 的 交 比 
不 变 。 实 际 上 ， 一 条 直线 到 另 一 条 直线 上 的 中 心 射影 保持 四 
个 点 的 交 比 不 变 (参看 第 44 页 中 心 射 影 的 性 质 C )。 类 似 地 ， 


© 只 要 引进 平面 的 无 疮 过 点 的 概念 ( 参 团 3 2) ， 我 们 就 能 将 直线 到 站 
钱 的 平行 射影 克成 中 心 在 无 穷 远 点 的 中 心 射影 。 
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直线 到 直线 上 的 平行 射影 也 保持 四 个 点 的 交 比 不 变 ( 它 磊 至 
保持 三 个 点 A,B,C 的 单 比 4C/BC)。 由 此 ， 直 线 的 射影 变 
换 (用 一 串 射影 实现 将 四 个 点 变 成 有 相同 交 比 的 四 个 点 。 

从 这 个 基本 性 质 可 以 推出 ， 直 线 的 射 彩 由 三 个 点 的 象 完 
全 确定 。 实 际 上 ， 如 果 三 个 点 4,B,C 在 射影 变换 下 的 象 是 
三 个 已 知 的 点 4' ,B' ,C/， 则 该 直线 上 任意 点 M 的 象 应 是 江 
足下 式 的 点 M' 

AC /AM A’C’ /A’M’ 
(*) BC/ BM © BC/ BM 
这 个 关系 式 唯一 地 确定 了 M/ 的 们 证， 

另 一 方面 ， 存 在 直线 的 一 个 射影 ， 它 将 三 个 给 定 的 点 
4,B,C 变 成 三 个 预先 指定 的 点 A’,B',C'。 为 了 实现 这 个 
变换 ， 可 以 先 将 我 们 的 直线 ! 射影 到 任意 直线 1 上 ， 它 把 点 
4,B,C 变 成 上 的 点 4,B Cu 再 将 直线 岂 射影 到 与 1 交 
于 点 4A’ 的 任意 直线 1 上， 这 时 4 变 到 A’， 而 B,C 变 到 
1, 上 的 点 B,,Cs， 最 后 ， 用 直线 B’B, 与 C' Cs 的 交点 0 作为 
射影 的 中 心 ， 将 射影 到 直线 ! 上 (图 89)。 O 照例 可 以 是 通 
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常 的 所 或 无 穷 远 点 ， 

现在 容易 证 明 ， 这 线 前 保持 其 上 任 总 四 个 点 的 交 比 的 变 
换 必 是 射影 变换 ( 即 它 能 够 通过 一 串 射 影 实现 )。 为 此 ， 考 虑 
直线 上 的 一 个 变换 ， 它 保持 其 上 任 琶 四 个 点 的 交 比 不 变 ， 莽 
假定 三 个 点 A,8,C 变 成 点 4 ,8 ,0C’。 我 们 知道 ,存在 一 个 
射影 将 点 4,B,C 变 为 4 ,BC 。 其 次 。 如 果 直 线 的 两 个 
变换 都 保持 四 个 点 的 交 上 比 不 变 ， 大 且 在 将 线 的 同一 组 三 个 点 
上 它们 确定 的 家 是 相同 的 ， 则 必然 将 任意 的 第 四 个 点 女 变 成 
同一 个 点 M“( 它 的 位 症 由 上 页 中 的 公式 (*) 确 定 )， 即 这 两 


75。 试 用 直线 上 的 射影 的 性 质证 明 帕 普 斯 定理 (参看 3 2 
的 问题 28)。 

76。 试 用 和 直线 上 的 射影 的 性 质证 明 8$ 2 中 问题 37(a) 的 
定理 。 

77。 将 正 n 角形 AlA, A, 的 边 4 4。 上 的 一 个 点 M., 
从 4 射影 到 边 A,A， 上 的 一 个 点 M。 然后 从 4, 将 MM, 射影 
到 边 4s44 上 的 一 个 点 Ms 再 从 4, 将 Ms 射影 到 边 A,4s 上 
的 一 个 点 M4 每 等 。 试 证 明 ， 

《a) 如 果 有 =4， 则 比 这 个 半角 形 三 周 以 后 所 得 到 的 点 
Mi; 与 起 点 M 重合 (所 以 Mi 与 M, 重合， Mii 与 M, 重 
合 ， 等 等 ) 。 

《b》 如 果 n=6， 则 绕 这 个 角形 两 周 以 后 所 得 到 的 点 
Mi, 与 起 点 Mi 重合 (所 以 Mi 与 Me 重 合 ， Mis 与 M, 重 
合 ， 等 等 )，。 z 

《2) 如 果 n=10， 则 绕 这 个 1n 角形 一 周 以 后 所 得 到 的 点 
Mi, 与 起 点 M, 重合 《所 以 ， ATi， 与 M, 重合 ， M,, 与 M, 重 
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合 ， 等 等 )， 


下 面 ， 我 们 来 考虑 包含 直线 和 圆 的 一 串 射 影 。 例 如 ， 从 
加 SS 上 的 一 个 点 01 将 S 射影 到 直线 司 上， 然后 从 一 个 点 0， 
将 射影 到 直线 !, 上 ， 再 从 圆 Ss 上 的 一 点 0; 将 射影 到 
这 个 圆 上 ;接着 从 S。 上 的 另 一 个 点 04 将 Ss 射影 到 直线 上 ; 
最 后 ， 从 S 的 一 个 点 0s 将 4 射影 到 闻 S 二 (图 90)D 。 第 一 
个 射影 将 S 上 的 任意 一 点 4 变 成 上 的 一 点 A1， 第 二 个 身 
影 将 A 变 成 ,上 的 一 点 A4,， 第 三 个 射影 又 将 4A。 变 成 .Ss 上 
的 一 点 4s， 第 四 个 射影 再 将 4 变 到 1, 上 的 一 点 4,, 最 后 ， 
末 一 个 射影 将 4, 变 成 S 上 的 一 点 A”. 


这 样 一 来 ， 上 面 的 一 串 射 影 确定 了 圆 。 到 它 自身 上 的 一 
小 变换 ， 它 将 生变 成 4 。 我 们 把 能 用 上 面 所 说 的 那些 射影 


四 ”一 个 圆 必 须 从 在 该 圆 上 的 一 点 0 才能 作 射 影 ， 实 际 上 ,如 果 0 在 阅 内 ， 
网 这 个 加 上 的 两 个 点 将 射影 到 直线 上 的 同一 个 点 ， 如 果 0 在 加 外 , 则 直线 上 的 某 
些 点 将 有 两 个 原 象 ， 而 其 它 的 点 则 没有 原 象 。 
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的 序列 实现 的 圆 的 变换 称 为 〈 该 阅 上 的 ) 射 彩 , 

所 谓 园 > 的 四 个 点 4 ,BC ,D 的 交 比 ， 我 们 定义 为 在 
从 3 上 任意 -一 点 已 到 任意 一 条 直线 !/ 上 的 射影 下 ， 点 4 ,B， 
C , 刀 的 四 个 象 点 4 ,5 Ci,Di 的 交 比 (图 91)。 不 难 证 明 ， 
园 S 上 四 个 点 的 交 比 ， 跟 S 上 点 P 了 和 直线 的 选取 无 关 ， 即 
它 的 值 由 四 个 点 4 ,8,C ,了 完全 确定 。 实 际 上 , 设 从 > 上 的 
某 个 点 将 5S 射影 到 任意 一 条 直线 m 上 , 点 4 ,B,C ,也 的 象 
是 点 A,,B,,C,,D,( 图 91)。 根 据 贺 周 角 的 众所周知 的 性 质 ， 
直线 PA,PB ,PC ,PD 所 构成 的 角 和 由 直线 QA,08,QC ,QD 
所 构成 的 角 相 等 〈 或 互补 )。 在 直线 Q4,QB,QC 和 CQ@D 上 分 
别 截取 线段 QA*=PA,， QB*=PB,, QC*=PC,,， QD* = 
PD,。 则 图 形 QA*B*C*D* 和 了 A1B1C1D1 全 等 (它们 可 以 经 
过 运动 重合 在 一 起 ， 将 @ 移 到 已 ， 着 使 射线 4* 和 QB* 分 
别 同 射线 PA, 和 PB, 重合 )。 从 而 点 A*,B*,C*,D* 在 一 条 
直线 m* 上 ， 且 四 个 点 4,B*，C*,D* 的 交 比 等 于 四 个 所 
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4 BC,Di 的 交 比 。 另 一 方面 , 在 以 人 为 中 心 的 从 直线 池 
到 直线 m* 上 的 射影 下 ，A*,B*,C*,D* 是 A,,B,,C,,D; 的 
象 ， 因 此 A*,B*，C*,D* 和 4A,,B8,; C,,D, 的 交 上 比 相 等 ， 
从 而 4,,B,; CD 和 A1,B1; C1,D!i 的 交 比 相等 ， 

由 于 直线 到 加 
上 (或 圆 到 直线 上 ) 
的 射影 保持 四 个 点 
的 交 比 不 变 ， 可 以 
看 到 ， 圆 上 的 射影 
保持 四 个 点 的 交 
比 不 变 。 正 如 一 条 
下 线 的 射影 一 样 ， 
我 们 立即 能 够 断 - 
定 ， 加 上 的 射影 由 
三 个 点 的 象 完全 确 因 外 
定 。 最 后 ,容易 证 明 , 圆 的 保持 四 个 点 交 比 的 每 个 变换 是 一 射 
影 ( 即 它 能 够 通过 一 申 射 影 实 现 )。 为 此 只 须 证 明 , 存 在 一 个 
射影 把 贺 3 的 三 个 给 定 的 点 4 ,B,C 变 成 该 圆 的 三 个 预先 指 
定 的 点 4/ ,8 ,C7 (参看 第 111 页 )。 为 给 出 这 种 变换 , 从 一 点 
oO 将 SS 射影 到 直线 上 ,点 A4,8,C 的 象 以 4,8B,,C 表 
示 ; 再 从 连接 A’ 和 A 的 直线 同 S 的 另 一 个 交点 0。, 将 S 
射影 到 经 过 4 的 直线 1!, 上 ,以 41,B,,C, 表示 4',B’,C/ 的 
象 ， 最 后 ， 将 4 射影 到 i。 上， 使 得 A1 ,B,Ci 变 成 A ,B,， 
C:( 图 92) ,用 O 表 示 这 个 射影 的 中 心 。 显 然 ,这 一 捉 射 影 
有 从 0 将 射影 到 局 上， 从 0 将 所 射影 到 ja 上， 再 从 0, 将 i 
射影 到 上 一 一 把 点 4 ,B,C 变 成 点 A’,B’,C’， 它 正 是 我 
们 所 要 的 ， 
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78。，(a) 设 O 是 贺 $S 的 于 4 的 中 点 ，MN 和 PQ 是 经 
过 O 点 的 另外 两 条 汞 。 双 说 三 ,了 分 别 是 MP 和 ANC 同 42 的 
交点 。 试 证 明 OO 是 线 瞩 EF 的 中 心 ( 图 93)， - 


(b) 设 0 是 从 加 Ss 的: 中 心 到 直线 ;! 的 垂 线 的 垂 足 ，MN 
和 PQ@O 是 ”的 两 条 艾 ， 兖 1 于 点 C 和 D， 赫 且 OC =0D。 用 
EE 和 下 分 别 炎 示 MP 和 和 N〖Q 同 [ 的 交点 。 试 证 明 O 是 EF 的 


79. 试用 圆 上 的 射影 的 性 质 ， 证 明 8$ 3 问题 41(a) 一 (c) 
中 的 那些 定理 。 四 


80， 试 用 圆 上 的 射影 的 性 质 ， 证 明 巴 斯 卡 定 理 :， 假若 
A,B,C,D,E,F 是 一 个 圆 上 的 太 点 ， 财 AB 和 DE,，BC 
和 BEF,，CD 和 了 FA4 的 交点 共 线 (图 94 参看 $3 的 问题 
467 。 


大 家 注意 ， 在 问题 80 中 陈 这 的 结果 比 问 题 46 的 要 强 ， 在 
那里 我 们 假定 办 接 在 贺 中 的 太 边 形 ABCDEF 是 西 的 ， 而 在 
问题 80 中 的 大 边 形 4BCDEF 则 可 以 自 相交 。 对 于 问题 46 中 
考虑 的 每 个 六 过 形 ， 在 问题 80 中 有 60 个 和 它 有 相同 顶点 的 大 
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边 形 ， 它 们 对 应 于 顶点 的 标记 的 60 种 可 能 的 排列 出 。 因 此 ， 
对 于 圆 上 的 六 个 点 ， 有 60 条 “ 巴 斯 卡 线 ” 和 人 它 相 联系 名 ， 

大 家 注意 ， 由 于 勃 良 松 定理 (参看 $3 问题 47) 可 以 从 
巴 斯 卡 定理 推出 来 (参看 8 4 问题 63 的 解 ); 对 于 自 相 交 的 六 
边 形 (图 95) 用 问题 80 的 定理 可 以 推出 勃 良 松 定理 成 蒂 。 


81.(a) 试 从 巴 斯 卡 定理 推出 8 3 中 问题 45 的 结论 ， 

(b) 从 三 角形 4BC 所 在 平面 上 的 一 点 了 ， 到 它 的 边 4B 
和 4C 作 垂 线 TP 和 TOQ; 再 用 直线 分 别 连 接 了 和 顶点 已 ,C ， 
并 作 直 线 TC 和 TB 的 重 线 AR 和 AS (图 96)。 试 证 明 直 线 
PR 和 QS 的 交点 在 直线 BC 上 。 


中 对 于 给 定 的 六 个 点 ， 有 60 个 六 边 形 以 它们 为 项 点 。 实 际 上 ;从 任意 一 个 
顶点 开始 ， 第 二 个 顶点 有 5 种 不 同 的 选 法 ， 第 三 个 顶点 有 4 种 选 法 ,第 四 个 顶 反 有 
3 种 选 法 ， 第 五 个 希 点 有 2 种 选 法 ,而 最 后 一 个 顶点 则 基 瞧 一 确定 的 。 所 以 总 共有 
5。4。3。2。1=120 种 可 能 的 选 法 ， 四 于 每 个 六 进 形 被 考虑 了 两 次 (按照 遍历 它 
们 的 两 种 可 能 的 转向 )， 这 个 数目 应 当 碱 半 。 

加 上 芷 纪 的 几何 学 家 发 现 , 用 上 面 指出 的 方法 所 得 到 的 60 条 直线 组 成 的 集 
合 ， 有 许多 值得 注意 的 性 质 、 诸 如 这 60 条 直线 四 条 一 组 有 45 个 交点 (每 条 巴 斯 卡 
直线 经 过 共 中 的 三 个 点 )， 三 条 一 组 有 80 个 交点 (每 条 巴 斯 卡 直线 经 过 其 中 的 四 
个 点 ); 除了 巴 斯 卡 直线 外 ， 后 面 的 那 80 个 点 在 20 条 新 的 直线 上 ， 它 们 又 四 条 一 
组 地 交 于 15 个 新 的 点 等 等 ， 所 有 这 些 结果 从 德 札 尔格 定理 《2 问题 22》 、 巴 
斯 卡 定理 和 勤 良 松 定理 可 以 相当 容易 地 推出 来 ; 然而 这 些 证 明 将 使 我 们 离 题 太 
运 。， 在 此 无 法 给 出 。 
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(c) 设 MP,MQO,MR 是 从 点 必 到 三 角形 4BC 的 边 的 
垂 线 ，P’,Q’,R’ 是 这 三 角形 的 边 同 经 过 P,Q8 ,RR 的 回 S 的 
另 一 个 交点 (图 97)， 试 证 明 : PQ 和 P’Q，PR’ 和 P’R， 
QR’ 和 Q’R 的 交点 在 直线 OM 上 ， 这 里 0 是 3 的 中 心 。 


常常 需要 确定 一 个 圆 上 的 射影 的 不 动 点 ， 即 在 给 定 的 这 
个 射影 变换 下 变 成 自己 的 那 种 点 。 假 设 这 个 射影 由 下 列 条 件 
确定 ， 它 将 8 上 给 定 的 三 个 点 4 , B,C 变 成 S 上 已 知 的 三 个 
点 A’,B',C’。 我 们 可 以 假定 点 4 ,B,C 不 与 4',B',C' 重 
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合 ; 否则 这 个 射影 就 是 恒 同 变换， 从 而 圆 上 所 有 的 点 都 成 交 
不 动 点 由 。 如 此 ， 
不 妨 设 A’ 不 同 于 
4; 并 设 M 是 圆 S 
上 的 一 个 点 ,MM' 是 
它 在 上 述 射 影 下 的 
象 ( 图 987。 我 们 要 
来 证 明 : 直 线 AM’ 
和 4'M 交 在 直线 
UV 上 ， 其 中 U 是 
AB’' 和 Ah'B 的 交 
点 ，Y 是 4C' 和 
A'C 的 妆 占 。 z 

假定 不 是 这 样 ， 以 了 和 7T, 分 别 表示 直线 A’M 和 AM" 
同 UV 的 交点 :并 设 尺 表 示 直 线 44/ 同 UV 的 交 点 。 分 别 
从 A’ 和 4 把 $ 投 影 到 VY 上 ， 则 S 上 两 组 四 个 点 A,8B， 
C,M 和 A’,B’; C’,M’ 的 交 比 分 别 竺 于 UV 上 两 组 四 个 点 
R,Us VV ,Ti 和 R,U，; VYV ,7T, 的 交 比 。 根据 将 4 已 ,C ， 
M 变 成 A',B’,C',M’' 的 射影 的 存在 性 ,这 两 组 四 个 点 的 变 
比 相等 。 所 以 R,U V,T, 和 R,U; V,7,， 的 交 比 相等 > 
从 而 Ti 和 7, 重合。 

现在 我 们 可 以 看 到 ， 为 了 作出 给 定 的 点 M 在 上 渤 射 影 下 
的 象 M/， 只 需 作 4 对 和 VUY 的 交点 工 同 4 的 连 线 (在 这 里 
U 是 4B’ 和 有 AB 的 交点 ，V 是 AC' 和 A’'C 的 交点 ); AM 
就 是 直线 AT 同 3 的 交点 。 从 这 个 作 图 可 以 推出 ， 圆 S 上 的 


@ 由 于 图 上 的 射影 被 三 个 点 的 象 唯一 确定 ， 保 持 三 个 点 不 动 的 那 种 变换 
必定 是 恒 同 变换 。 
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一 个 射影 的 不 动 点 ， 就 是 直线 UV 同 S 的 交点 。 因 此 ， 根 据 
UV 同 。 交 于 两 个 点 (这 就 是 图 98 所 示 的 情形 )， 或 是 ”的 切 
线 ， 或 整个 在 ”的 外 部 ， 可 以 推出 这 个 变换 分 别 有 两 个 不 动 
点 ， 或 一 个 不 动 操 ， 或 没有 不 动 扩 。 

注意 ， 可 以 只 用 站 尺 ， 把 加 3 的 将 三 个 点 4 ,B,C 变 成 
三 个 点 A ,3 ,5 的 射影 变换 的 不 动 点 作出 来 。 


82. 设 ” 是 一 个 圆 ，48 和 CD 是 "的 两 条 路 。 试 在 ” 
上 找 出 一 点 汶 ， 使 得 直线 4X% 和 BX 在 CD 上 确定 

(a) 一 个 给 定 长 度 为 4 的 线段 

(b) 其 中 点 是 CD 上 预先 指 定 的 点 的 一 个 线段 。， 

在 《几何 变换 》 第 一 斯 中 (参看 § 1 的 问题 6 和 § 2 的 
局 题 11)， 问 题 82(a) 和 (b) 以 一 种 不 同 的 方式 出 现 。 

83.(〈a) 设 ! 是 一 条 直线 ， 己 是 不 在 ! 上 的 一 个 点 。 试 
在 1 上 找 出 一 个 线段 XY， 它 对 PP 避 张 度 一 个 给 定 的 角 na 
( 即 一 XPY = ca)， 

(b) 设 上 和 凡是 两 条 直线 ， P 和 Q 是 不 在 这 些 直线 上 
和 的 两 点 。 试 找 出 ll 上 的 一 个 点 半 和 1。 上 的 一 个 点 .Y, 使 得 线 
人 台 定 的 角 a ,大 对 Q 点 张 成 给 定 的 角 6 ， 

. (a) 试 在 给 定 的 圆 中 内 接 一 个 ”角形 ， 使 得 它 的 边 

人 个 给 定 的 丰 Mi,M,,…,M[ 图 99(a)]， 或 者 使 得 某 
些 边 经 过 给 定 的 点 而 其 它 的 边 平行 于 给 定 的 直线。 

” 《b》 试 作 给 定 圆 的 一 个 外 团 n 角形 ， 使 得 它 的 顶点 在 nn 
条 给 定 的 直线 ,1,,… ,ln 上 [图 99(b)]， 

(问题 84(a) 和 (Cb) 也 可 以 陈 壕 如 下 : 

《a) 试 作 一 个 n 角形 ， 它 内 接 于 给 定 的 圆 S ， 并 外 接 于 
给 定 的 1 角形 MM。…M，( 参 看 问题 24(a) 的 注 ). 
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(b) 试 作 一 个 n 角形 。 它 内 接 于 给 定 的 4 角形 NiN,… 
Ns。， 并 外 切 于 给 定 的 贺 5 .》 


问题 84 的 特殊 情形 是 《几何 变换 》 第 一 其中 问题 41 (a) ， 
《b7 和 本 书 $3 的 问题 44(b)。 问 题 84Ca) 以 不 同 的 关系 出 现在 - 
第 二 章 的 $2 和 $4 中 (参看 问题 231 和 259) ， 而 问题 84(b) 
则 出 现在 同一 章 的 $ 5 中 (问题 283)@ 。 

85. (〈a) 试 在 给 定 的 圆 S 中 作 一 个 内 接 三 角形 ABC， 
要 求 它 的 边 4B 有 给 定 的 长 度 ， 边 BC 沿 给 定 的 方向 ， 而 边 
AC 则 经 这 一 个 给 定 的 点 。 

(b) 试 在 给 定 的 圆 s 中 作 内 接 四 边 形 4BCD， 已 知 它 
的 两 条 对 边 上 的 两 个 点 和 另外 两 条 对 边 的 长 度 ， 

现在 我 们 来 考虑 基线 ! 的 射影 变换 ， 它 将 三 个 给 定 的 点 
A,B,C ‘在! 上 ) 变 成 三 个 给 定 的 点 4’,8’,C (也 在 i 


一 


中 这 一 段 的 最 后 一 名 话 参 看 《几何 变换 第 四 册 。 一 一 英 译 者 
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年) ， 目 的 是 要 确定 它 的 不 动 点 。 为 解 这 个 问题 ， 引 进 辅助 
圆 S， 并 从 SS 上 一 个 点 0 将 1 投影 到 83 上 (图 100) 。 对 于 
将 线 1 上 的 每 一 个 将 点 M 变 为 点 M' 的 变换 , 通过 从 i 到 5S 
土 的 射影 ， 相 应 地 产生 这 个 圆 上 的 一 个 变换 ， 它 将 M 在 这 射 
影 下 的 象 M, 变 为 M' 在 这 射影 下 的 象 Mi， 如 果 ! 的 这 个 
变换 是 射影 ， 即 保持 交 比 不 变 ， 则 在 S 上 导出 的 变换 也 是 射 
影 ( 由 于 SS 上 四 个 点 的 交 比 等 于 上 上 对 应 的 四 个 点 的 交 比 )。 

现在 设 4,B,C A',B'/,C7 是 1 上 的 点 ， 而 如,B ,Cl 

41 ,BC1 是 它们 在 S 上 的 投影 (图 100) ，! 上 将 4, B,C 
变 为 4" ,B',C' 的 射影 变换 ， 对 应 于 8 上 的 将 4 ,BC 变 
为 A' ,B,C! 的 射影 变换 。 这 两 个 射影 变换 的 不 动 点 ， 在 从 
1 到 S 的 这 个 射影 下 相对 应 。 由 于 我 们 已 经 知道 如 何 找 出 加 
葛 射 影 变 换 的 不 动 点 (参看 前 面 的 图 98)， 我 们 也 就 知道 : 直 
线 ! 的 射影 变换 的 不 动 卡 就 是 从 8 同 直线 UV 的 交点 到 OO 的 
连 线 与 的 交点 ， 其 中 U 是 直线 A1B; 和 41B, 的 交点 ，V 
是 直线 A1C1 和 A1C, 的 交点 在 这 里 我 们 假定 4 和 4’ 不 
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鲍 ， 从 而 4 和 Ai 不同; 如果 4,B’',C' 和 4,B,C 重合 ， 
划 5 上 所 有 揭 点 都 是 不 动 点 ) 。 直线 上 的 射影 (除了 恒 同 
变换 》 可 以 有 两 个 不 动 点 ， 一 个 不 动 点 ， 或 没有 不 动 点 。 注 
- 意 ， 不 动 癌 可 以 是 无 穷 远 点 ! 当 从 0 到 圆 上 的 射影 变换 的 不 
. 动 点 的 连 线 与 1 平行 时 ， 就 出 现 这 种 情形 。 

注意 ， 给 定 了 图 3 ， 我 们 可 以 只 用 直 尺 找 出 直线 的 将 点 
A,B 人 23“ ,C “的 射影 变换 的 不 动 点 。 

让 给 定 两 条 交 线 ll 和 i,， 以 及 不 在 这 些 站 线 上 的 两 
pe B 。 试 找 出 上 的 点 X， 使 得 在 1 上 由 直线 4X 和 
-BX 所 确定 的 线段 有 : 
《a) 给 定 的 长 谋 a3 
《b)》 /上 给 定 的 点 三 是 它 的 中 心 。 
”可 以 将 这 个 问题 同 问 题 82 作 比较 。 

87. 给 定 两 条 直线 ll 和 Ll,, 以 及 i 上 的 所 4 和 4 上 的 
-后 了 ， 并 给 定 不 在 hh 和 心 上 的 一 点 已 。 试 作 经 过 PP 点 并 分 
别 交 4 和 i 于 点 关 和 YY 的 直线 ， 使 得 

(a》AX/BY =m/n， 其 中 m/n 是 给 定 的 ; 
《pb 4X。BY =K?， 其 中 上 是 给 定 的 ， 

问题 87(a) 以 另 一 种 关系 出 现在 《几何 变换 》 第 一 吉 的 
各 题 45《b) 中 ， 还 可 参看 《几何 变换 》 第 二 册 ， 第 一 章 ， 8 2 
中 涉及 该 问题 的 注释 。 

88. 在 一 平面 上 给 定 三 条 下 线 二 ,1a,ts 和 一 个 点 P。 试 
- 作 经 过 P 了 点 的 直线 ， 使 得 在 这 直线 上 由 三 条 给 定 的 直线 所 截 

:得 的 两 个 线段 相等 。 

89. 给 定 两 条 直线 癌 和 1， 以 及 不 在 这 些 站 线 上 的 一 个 
-点 上 。 试 作 经 过 了 点 的 两 条 直线 ， 使 得 它 们 在 4 和! 上 截 
下 的 线段 X.Y, 和 X.Y, 有 给 定 的 长 度 ， 
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XY1= dy 人 ayYas= dz。 


图 101 


90. 在 一 平面 上 给 定 ! 条 直线 0 和 1 个 点 Mi 
M,,… ,M, (图 101)》 ， 试 作 一 个 二 角形 ， 它 的 项 点 要 在 给 
定 的 直线 上 ， 卉 且 它 的 边 要 经 过 给 定 的 点 〈 或 者 某 些 边 经 过 
给 定 的 点 ， 而 其 余 的 边沿 着 预先 指定 的 方向 ) 。 

(这 个 问题 也 可 以 陈述 如 下 : 在 一 个 给 定 的 7 角形 中 要 
内 接 一 个 1 角形 ， 它 的 边 经 过 1 个 给 定 的 点 (或 者 有 些 边 经 
过 给 定 的 点 而 其 余 的 边沿 预先 给 定 的 方向 ) ， 或 者 还 可 以 陈 
壕 为 另 一 种 形式 ， 试 作 一 个 n 角形 ， 它 内 接 于 一 个 给 定 的 1 
角形 NIN,…Ns， 拉 外 接 于 另 一 个 给 定 的 1 角形 M1M,… 
M,. ) 


《几何 变换 》 弟 二 册 中 的 问题 9Cb) 和 10《c)， 本 书 $2 中 
的 问题 24Ca) 一 (c)， 以 及 $4 中 的 问题 61 都 是 问题 90 的 特殊 
情形 。 

在 这 一 节 中 的 材料 和 只 用 惠 尺 作 图 向 题 之 间 有 和 密切 的 联 
系 ， 通常 的 几何 作 图 问题 是 用 直 扩 和 圆规 作 图 。 然 而 ， 如 果 
我 们 限定 只 能 用 这 两 种 工具 中 的 一 种 作 图 ， 其 结果 是 可 解 的 
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作 图 问题 的 范围 于 没有 缩小 很 多 ， 事实 上 , 在 下 一 童 2 的 
$ 2 中 将 更 证 明 ， 所 有 能 够 用 直 尺 和 贺 规 解决 的 作 图 问题 ,都 
能 够 只 用 圆规 解决 。 在 这 里 我 们 考虑 只 用 站 只 的 作 图 ， 

容易 看 到 ， 不 是 所 有 的 直 尺 和 圆规 作 图 问题 都 能 够 只 用 
趾 尺 作出 的 。 人 例如， 我们 将 证 明 ， 只 用 站 斥 不 可 能 作出 经 过 
给 定点 卫 ， 共 且 平 行 于 给 定 直线 ! 的 直线 。 实 际 上 ， 假 车 通 
.过 只 包含 画 直 线 的 作 图 可 以 确定 这 样 的 一 条 直线 四 ， 那 末 可 
以 将 平面 工 中 的 我 们 假设 的 图 形 〈 只 由 直线 组 成 ) 射 影 到 另 
一 个 平面 7X 上 上， 使 得 下行 线 【 ,m 变 成 相交 过 线 玫 ,mm 。 这 
总 克明 ， 我 们 假设 的 确定 理 线 澡 的 作 图 ， 运 用 在 7 上 时 (在 
这 里 以 下 代替 1) 所 确定 的 可 线 mw 并 不 平行 于 1， 因 而 假 
设 的 作 图 不 是 总 能 给 出 与 已 知 直线 相 平 行 的 直线 的 ， 

-可 以 证 明 ， 在 初等 几何 中 的 所 有 作 图 问题 ， 我 们 可 以 只 
要 用 到 一 次 圆规 便 可 作出 。 所 需要 的 是 用 贺 规 作 一 个 任意 
岳 ， 此 后 在 任何 作 图 中 不 再 需要 用 圆规 。 换 旬 话 说 ， 在 平面 
上 上 给 定 了 一 个 有 已 各 中心 0 前 圈 ， 我 们 可 六 用 它 并 只 用 过 尺 
解决 任何 庆 尺 和 园 规 作 图 问题 。 在 本 节 中 所 剩 下 的 问题 ， 其 
目的 就 在 于 建立 这 个 命题 。 

所 有 用 直 尺 和 圆规 的 作 图 问题 ， 都 可 以 归结 为 作 某 些 直 
线 和 圆 。 每 一 条 直线 由 该 图 形 中 的 两 个 点 确定 ， 而 每 一 个 圆 
出 由 一 个 已 知 点 《〈 它 的 中 心 ) 和 一 个 已 知 线段 ( 它 的 千 径 ) 确 
定 。 在 这 些 作 图 问题 中 所 出 现 的 点 ， 或 者 是 从 开始 时 就 给 定 
最 ， 或 者 是 某 些 辅助 线 和 辅助 圆 的 交点 。 于 是 ， 每 个 起 尺 和 
圆规 作 图 问题 ， 都 可 以 归结 成 下 列 基本 作 图 问题 的 组 合 : 

A . 经 过 给 定 徇 两 个 点 作 一 条 直线 ， 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 


凡 参 厦 《几何 变换 》 第 四 册 。- 一 - 英 译 者 
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作 一 个 已 知 其 中心 和 半径 的 圆 ， 
yd 合 定 直 线 的 交点 ; 

给 定 的 直线 和 圆 的 交点 ; 

下 移 定 丙 人 侣 定 圆 的 交点 。 

问题 A 和 可 以 只 用 站 只 解 关 至 于 问题 了 显然 不 能 只 . 
用 直 尺 解决 然而 ， 给 定 了 一 个 辅助 圆 ， 训 可 以 只 用 站 扩 确 : 
定 已 知 其 中 心 和 个 径 的 加 上 的 任意 多 个 点 〈 崖 看 下 面 的 问题 
92; 这 是 比较 粗略 的 说 法 一 一 即 给 定 了 一 个 辅助 恩 ， 可 以 只 
用 直 尺 解决 所 有 的 站 尺 和 圆规 作 图 辣 题 一 一 的 精确 含意 ) 。 
紫外， 借助 于 一 个 辅助 团 ， 可 以 解决 作 图 问题 D 和 E (参看 
问题 93 和 947。 总 之 ， 只 用 一 个 辅助 圆 和 一 根 直 尺 , 我 们 就 可 
以 解决 所 有 直 尺 和 圆规 作 图 问题 ， 条 件 是 把 画 一 个 具有 已 知 
中 心 和 什 色 的 圆 的 工作 理解 为 确定 这 个 轿 上 的 任意 多 个 点 ， 

在 问题 91 一 94 中 ， 假 定 我 们 已 经 给 定 了 具有 已 知 中 心 0 
的 一 个 定 图 S。 所 有 的 作 图 问题 要 求 只 用 家 尺 解决 。 在 解 这 
些 问 题 时 ， 我 们 要 用 到 一 个 事实 ， 即 一 全 点 和 一 条 直线 关于 
一 个 已 知 加 的 极 线 和 极点 ， 可 以 不 用 图 规 作出 来 (参看 $4 第 
86 页 ). 


对 Ow 


91。《a》 经 过 给 定点 了 试 作 一 一 直线 下 行 于 给 定 的 直线 


gb) 试 在 $ 定 的 点 M 处 作出 盏 行 且 等 于 给 定 的 线段 AB* 
的 线段 MN. 

《c) 试 从 给 定 的 点 了 作出 到 给 定 的 直线 ! 的 垂 线 。 

92， 你 能 作出 中 心 和 半径 都 给 定 的 加 上 的 任意 多 个 点 . 
3? 

93。 设 贺 5S 的 中 心 A 和 半径 BC 都 给 定 ， 试 找 出 给 定 直 - 
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: 线 上 与 3 的 交点 。 
” “94. 设 给 定 了 两 个 圆 Si 和 5S, 的 中 心 Al 和 A,， 以 及 它 
们 的 什 径 BC 和 B,C,, 试 找 出 S! 和 0 的 交点 。 


大 家 注意 ， 如 果 以 给 定 辅助 园 S$ 上 的 一 个 任意 小 的 弧 
AMN( 和 它 的 中 心 D ) 来 代替 ， 我 们 仍然 可 以 只 用 直 尺 解决 
所 有 的 直 尺 和 圆规 作 图 问题 。 这 是 因为 ， 只 要 给 定 了 3 的 一 
. 段 弧 MN， 直 线 / 同 圆 S 的 交点 可 以 只 用 直 尺 确定 〈 贿 在 
人 3 中 问题 49 和 84 中 问题 55)。 

给 定 辅助 圆 S (或 辅助 狐 MN) 的 中 心 O0 ， 这 是 不 能 缺 
- 少 的 条 件 。 我 们 可 以 相当 容易 地 证 明 ， 如 果 不 给 定 3 的 中 
- 心 ， 则 不 用 圆规 就 不 能 确定 这 个 中 心 。 证 明 这 个 结论 所 用 的 
方法， 和 证明 不 能 只 用 直 尺 作出 与 给 定 直线 平行 的 直线 的 方 
:法 大 致 相同 。 假 若 有 一 种 直 尺 作 图 法 可 以 确定 圆 8 的 中 心 ， 
那 末 这 个 假想 中 所 作出 的 图 形 只 能 是 一 组 跟 圆 S 以 某 种 方式 
相 联系 的 直线 ， 并 且 其 中 有 两 条 直线 交 于 S 的 中 心 。 将 这 个 
图 形 的 平面 7 射影 到 一 个 新 的 平面 x 上 ,使 得 S 变 成 辕 5S7， 
而 5 的 中 心 O 则 变 成 不 是 5S 的 中 心 的 一 个 点 0/， 根 据 83 
的 结果 (特别 ， 参看 $ 3 定理 1) ,这 显然 是 能 人 角 做 到 
的。 在 7 上 的 图 形 ， 除 了 点 0 不 是 8 的 中 心 以 外 ， 完 全 
类 似 于 地 上 的 图 形 。 这 就 证 明了 不 能 只 用 直 尺 作 图 来 确定 任 
意 圆 S 的 中 心 。 总 之 ， 如 果 不 给 定 辅助 圆 $ 的 中 心 ， 我 们 就 
-不 能 只 用 直 尺 解决 所 有 的 直 尺 和 圆规 作 图 问题 〈 峙 别 ， 用 直 
. 尺 和 圆规 可 以 确定 S 的 中 心 ， 但 不 能 只 用 直 尺 确定 这 个 中 
. 心 ) . | 

其 次 ， 即 使 我 们 给 定 斑 面 上 两 个 不 相交 的 、 共 中 心 未 知 
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的 圆 ， 这 些 中 心 也 不 能 只 用 直 尺 确定 出 来 由 《除非 知道 这 两 
个 圆 是 同心 的 ， 参 看 下 面 的 问题 95(c))， 可 以 证 明 ， 能 够 用 
起 尺 作 图 来 确定 两 个 相交 或 相 切 的 贺 的 中 心 (参看 问题 
95(a),《b))， 或 不 属于 同一 束 的 三 个 任意 圆 的 中 心 2。 


95， 在 平面 上 给 定 两 个 贺 951 和 3。。 试 给 出 确定 它们 的 
中 心 的 直 尺 作 图 法 ， 如 有 果 这 两 个 圆 
(a) 交 于 两 点 ; 〈b) 相 切 ; 《ec》 同心 。 


现在 我 们 能 够 来 证 明 在 》 4 中 所 讲 的 关于 用 乎 行 这 尺 作 
图 的 定理 3 。 实 际 上 ， 由 于 可 以 只 用 平行 站 尺 找 出 直线 上 与 
圆 2” 的 交点 ， 这 里 3 的 中 心 4 和 中 径 a 都 是 已 知 的 (参看 
§ 4 问题 56) ， 我 们 能 够 断定 ， 几 是 在 平面 上 给 定 其 中 心 为 
已 知 的 辅助 圆 的 条 件 下 ， 可 以 只 用 站 尺 解决 的 作 图 问题 ， 即 
凡是 可 以 用 站 尺 和 圆规 作出 的 图 都 可 以 用 平行 直 尺 作出 。 


@ 例如 ， 参 看 是 . 拉 德 梅 彻 和 〇 , 托 兽 利 医 的 《数学 欣 赏 》( 左 平 译 。 北 . 
京 出 版 社 ，1981. 一 一 中 译 者 )。 
加 参看 《几何 变换 第 四 册 ， 第 二 章 ，§ 3。 
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附 孙 
多 巴 切 夫 斯 基 - 波 里 亚 的 非 欧 
几 里 得 几何 ( 双 曲 几何 ) 


在 引 诊 中 我 们 便 经 指出 ， 每 一 个 变换 群 都 和 一 种 几何 相 
联系 。 这 种 几何 专门 研究 几何 图 形 在 所 说 的 群 的 变换 下 保持 
不 变 的 那些 性 质 。 这 样 ， 在 中 学 里 所 研究 的 经 典 的 欧 几 里 得 
几何 喜 不 是 唯一 可 能 的 儿 何 了 ， 通 过 选取 一 个 不 同 于 运动 群 
(或 导致 跟 欧 几 里 得 几何 密切 相关 的 儿 何 的 相似 变换 群 》 的 
变换 群 ， 我 们 就 有 一 种 新 的 、“ 非 欧 几 里 得 的 ”几何 。 这 种 
“ 非 欧 几 里 得 2 几何 的 一 个 例子 ， 就 是 射 彩 几 何 ， 它 研究 图 
形 在 射影 变换 下 保持 不 变 的 那 种 性 质 。 射 影 几 何不 仅 不 是 欧 
几 里 得 几何 ;而且 是 “非常 非 欧 几 里 得 的 ”几何 。 例 如 ， 两 
点 之 间 的 距离 不 是 一 种 射影 性 质 ， 因 为 用 射影 变换 可 以 将 一 
个 线段 变 成 任意 别 的 线段 ， 换 名 话说， 在 射影 几何 中 所 有 线 
段 都 是 “全 等 的 ”。 同 样 地 ， 所 有 的 角 也 都 是 “全 等 的 ?， 
所 以 通常 的 直线 之 间 的 夹 角 的 松 念 ， 在 射影 几何 中 没有 意 
义 。 还 有 ， 和 平面 上 任意 两 个 四 边 形 ， 在 射影 几何 的 意义 下 也 
都 是 “全 等 的 ”这 方面 可 以 看 8 2 的 定理 1)。 所 以 谈论 各 
种 四 边 形 〈 如 象 平行 四 边 形 、 梯 形 等 等 ) 是 没有 意义 的 。 机 
有 ， 任 意 两 个 三 角形 都 是 “全 等 的 "; 事实 上 ， 可 以 用 一 个 射 
影 变换 将 三 角形 了 :映射 到 另 一 个 任意 的 三 角形 T, 上 ， 工 
使 得 在 1 内 部 的 一 个 给 定 的 点 变 成 在 了 :内 部 的 一 个 任意 给 
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定 的 点 。 这 个 事实 消除 了 “三 角形 内 部 的 异常 点 "( 即 三 角形 
内 部 所 有 的 点 都 是 射影 等 价 的 ) 。 

总 之 ， 我 们 可 以 说 ， 在 中 学 几何 中 那样 重要 的 三 角形 和 
四 边 形 的 研究 ， 在 射影 几何 中 没有 任何 意 义 ， 在 射影 几何 
中 ， 对 多 边 形 的 研究 起 始 于 五 边 形 ， 我 们 可 以 把 至 体 五 边 
形 作 有 意义 的 分 类 ， 帮 给 出 两 个 五 边 形 “ 全 等 ” 的 判 据 , 

射影 儿 何 的 所 有 这 些 不 平常 的 特点 ， 起 因 于 这 样 的 一 个 
事实 ， 射 影 变 换 的 类 远 远大 于 运动 的 类 〈 运 动 是 非常 特殊 的 
射影 变换 ) 。 因 此 ， 射 影 几 何 中 的 几何 性 质 自然 要 上 比 欧 几 里 
得 几何 中 的 少 得 多 ， 在 运动 下 不 变 的 大 部 分 性 质 在 射影 变换 
下 不 是 不 变 的 〈 例 如 ， 线 段 的 长 度 ， 角 的 大 小 ， 是 一 个 平行 
下 边 形 这 种 性 质 ， 等 等 ) 。 为 了 得 到 上 比 射影 几何 有 更 多 的 不 
变性 质 的 一 种 几何， 我 们 必须 选取 射影 变换 类 的 一 个 子 集 ， 
当然 ， 这 个 子 集 应 当 构成 一 个 变换 群 。 选 取 由 运动 所 构成 的 
子 集 就 得 到 欧 几 里 得 几何 。 然 而 ， 射 影 变换 群 的 子 群 〈 即 构 
成 变换 群 的 子 集 ) 有 很 多 个 ， 选 择 别 的 子 群 就 会 得 到 新 的 有 
趣 的 几何 。 z 

下 面 介绍 选取 射影 变换 群 的 一 个 子 群 的 非常 简单 的 广 
法 ， 用 这 种 方法 得 到 的 子 群 小 得 足以 确定 一 种 几何 ， 这 种 几 
何 具有 上 比较 丰富 多 彩 的 几何 性 质 。 考 虑 将 平面 上 给 定 的 一 个 
圆 盘 K 变 成 自己 的 射影 变换 的 全体 。 显 然 ， 这 些 变换 构成 
一 个 变换 群 ， 如 果 有 了 两 个 变换 将 圆 盘 天 变 成 自己 ， 则 它们 
的 乘积 也 有 这 样 的 性 质 ， 变换 群 的 共 余 的 条 件 可 以 一 样 容易 
地 验证 。 我 们 把 这 种 变换 称 为 双 曲 运动 ， 并 把 研究 图 形 在 改 
曲 运动 下 保持 不 变 的 性 质 的 几何 称 为 双 曲 几何 。 

在 看 起 来 ， 可 能 会 认为 双 曲 运动 群 不 是 一 种 能 够 导致 很 
好 结果 的 变换 群 。 我 们 已 经 看 到 ， 线 段 的 长 度 松 念 之 所 以 在 
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射影 几何 中 失去 意义 ， 是 由 于 身影 变换 群 太 大 的 缘故 。 现 在 . 
的 双 曲 运动 群 似 平 又 太 小 ， 也 会 带 来 困难 。 那 就 是 由 于 没有 
一 个 双 曲 运动 能 将 圆 盘 及 的 点 变 成 长 以 外 的 点 ， 可 能 会 认 . 
为 在 这 种 几何 中 没有 线段 的 长 度 的 概念 “〈 因 为 不 是 所 有 的 线 . 
段 都 可 以 比较 ) 。 为 了 排除 这 个 困难 ， 我 们 规定 ， 双 曲 几 何 
的 点 是 图 胡 尺 内 部 的 点 ， 双 曲 几 何 的 直线 是 落 在 天 内 部 的 
线段 。 这 时 ， 所 有 的 点 在 我 们 的 几何 中 都 是 等 价 的 ; 容易 看 
到 ， 总 有 双 曲 运动 将 玫 的 一 个 内 点 4 变 成 天 的 任意 另 一 个 
内 点 4/ (参看 8 3 中 的 定理 1 )。 莽 且 能 够 证 明 : 假若 AP 
和 4“P“ 是 两 条 射线 (所 请 起 点 是 4 的 射线 ， 我 们 指 的 是 介 
于 点 4A 和 天 的 边界 之 间 的 下 线段 ， 参 活 图 102), 则 存在 一 
个 双 曲 运动 ， 将 4 变 成 4’, .大 将 AP 恋 成 A’P'。 为 证 明 
它 ， 注 意 按 § 3 的 定理 1 ， 有 一 个 双 曲 运动 Mi 将 4 变 成 圆 
盘 天 的 中 心 0O， 并 有 一 个 双 曲 运动 M 将 4 变 成 0。 射 线 
4P 和 AP 在 Mi 和 好 下 的 象 分 别 用 CQ 和 CQ 表示。 以 
Mi 表示 M: 的 道 ， 它 也 是 一 个 双 曲 运动 (Mi 将 射线 00/ 变 
成 射线 A'P’， 而 它 的 存在 性 则 可 以 从 双 邮 运动 的 变换 群 的 
性 质 推 出 )。 现 在 考虑 由 导 ,,K 的 转角 为 <Q08' 的 旋转 多 
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i 站 re or 站 


和 Mz 组 成 的 一 串 双 曲 运动 ， 其 中 的 第 一 个 将 4P 变 成 CQ ， 
第 二 个 将 08 变 成 08', 第 三 个 将 08/ 变 成 4’P’。 这 样 ， 
二 的 积 和 将 AP 变 成 4 ,从 而 证 
散 了 我 们 的 结 

正如 刚才 我 们 所 看 到 的 ， 在 双 曲 几何 中 每 一 个 点 可 以 变 
成 任意 其 它 的 点 ， 并 且 每 条 射线 可 以 变 成 任意 其 它 的 射线 ， 
自然 要 问 ,是 否 能 够 将 任意 线段 43 变 成 任意 别 的 线段 A DB/ 
妮 ? 可 以 证 明 这 是 不 可 能 的 。 实 际 上 ， 如 果 有 一 个 双 曲 运 
动 将 线段 48B 变 成 线段 4'B (图 103),， 它 也 就 把 通过 4 和 
妃 的 整 条 双 曲 直线 4B 变 成 双 曲 直线 A’B’; 并 且 由 于 每 个 
双 曲 运动 都 将 圆 盘 天 的 边界 志 变 成 它 自身 ，4 有 同志 的 交 反 
了 和 将 变 成 A4'B/ 同 > 的 交点 了’ 和 QQ 。 因 而 我 们 的 双 上 曲 
运动 将 把 四 个 点 4,B,P,Q 依次 变 为 点 4’,B’,P’,Q’/。 跟 
时 有 的 射影 变换 一 样 ， 双 曲 运 动 保持 四 个 点 的 交 上 比 不 变 〈 参 
站 第 43 页 ), 由 此 推出 等 式 

AP/BP A’P’/B’P’ 
AQ/BO ~ A’Q’/B’Q’! 

车 这 个 等 式 不 成 立 ， 那 就 不 存在 将 线段 4B 变 成 线段 A’B’ 
的 双 曲 运动 出 。 

这 样 ， 我 们 就 证 明了 :如 果 线 段 AB 能 够 用 双 轩 运动 变 
成 线段 4'B', 则 有 


@ .这 个 等 式 的 一 个 推论 是 ， 如 果 在 《 欧 几 里 得 》 直线 上 的 点 的 硕 序 为 0， 
4,B,P 和 0Q' 4 3B/,P/, 则 将 线段 4B 变 成 线段 4'8’ 的 双 犁 运动 ， 一 定 将 了 变 
成 P', Q 变 成 0/ (而 不 是 P 变 成 0 和 Q 变 成 p7)。 实 际 上 ，, 交 比 (AP/BP)/(40/ 
呈 4) 和 《4F /BP')/(4A4’Q' /BQ0’) 都 大 于 1(4AP/BP>1，AQ/BQ<1)，、 而 
交 比 (4’Q’/B’Q’)/ (4A’P’/B’P’) 小 于 1 (40’/B’Q’<1,4’P'/B’P’>1)， 所 
要 下 列 等 式 不 成 立 

(AP/BP)/ (AQO/BQO) = (4A'Q /BQ YN/ (A PB’P)., 


132 


Ah4P/BP A’P’/B’P:! 
《 0750 “下 0VB707 
下 面 要 证 明 ， 反 过 来 ， 如 果 等 式 (*) 成 立 ， 则 存在 将 线 
段 48 变 成 线段 A'B’ 的 双 曲 运动 ， 作 双 曲 运动 将 4 变 成 
A’ .射线 AP 变 成 射线 A'P'( 早 先 已 经 证 角 这 种 运动 总 是 存 
在 的 ) ,这 时 Q@ 变 成 Q'/。 以 已 表示 也 的 象 ， 由 于 射影 变 换 保 
持 四 个 点 的 变 世 不 变 ， 应 当 有 
AP/BP _ A’P’/JBP’ 
AQ/BO ~ A’Q’/BQ’ 
从 这 个 等 式 和 假定 的 等 式 (# ) ,我 们 得 到 
A’P’/B’P! A‘’P’/B.P!’ 
A’O']B’O” ~ AQ]BO’® 
从 而 可 以 断定 Bi 与 B' 重合 ， 即 上 述 双 曲 运 动 将 线段 4B 变 
成 线段 4’B’， 这 就 是 所 要 的 结论 ， 
大 家 看 到 ， 按 照 双 曲 几 何 的 观点 ， 两 个 线段 4B 和 A’B” 
全 等 的 充分 类 要 条 件 是 , 交 比 (AP/BP)/(AQ/BQ) 和 (A’P’ 
/B'P')/(4’Q’/B'Q’') 相等 。 在 这 个 意义 下 ， 交 上 比 (AP/ 
BP)/(AQ/BQ) 刻 划 了 线段 4B 的 “ 双 曲 长 座 ?"。 然 而 ， 光 是 
这 个 事实 还 不 足以 说 明 将 交 比 (4P/BP)/(4Q/8Q) 吓 做 线 眉 
4 有 的 “ 双 曲 长 底 ” 是 完全 有 道理 的 ， 在 欧 几 里 得 几何 中 ， 
长 度 的 任何 可 逆 画 数 〔 例 如 ， 长 度 的 平方 ， 或 长 度 的 立方 
根 ) , 毕 惕 也 能 列 划 公 等 的 线段 。 我 们 所 惯用 的 附加 条 件 是 ， 
如 果 点 C 分 线段 AB 为 两 个 小 线段 AC 和 L8B [图 104(a)]， 
则 48 的 长 度 是 线段 AC 和 CB 的 长 度 之 和 。 在 这 方面， 用 
交 上 比 作为 双 曲 长 度 的 可 能 的 测度 是 不 能 售 人 满意 的 ， 因 为 如 
果 点 C 分 线段 4B 为 两 个 小 线段 4C 和 CDP[ 图 104Cb)], 风 
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AP/BP 14FACE coo ) 
AQ/BQO ~ AGICO) CO/BO 户 


芭 交 比 (AP/BP)/(AQ/BQ) 是 交 比 (AP/CP)/(4AQ/C0) 和 
《CP/BP)/(CQ/BQ) 之 积 而 不 是 和 。 然 而 ， 由 于 乘积 的 对 数 


(a) 


(b) 


图 104 


是 其 因子 的 对 数 之 和 ， 有 @ 
og( -5755 -jlog (Ho7o0 + log ( CS ) 


AQ/BQ AQ/COQ CO/BO 1 
这 就 提示 我 们 把 | 
| AP/B 
《炒米 ) log 2 = ds 


定义 为 线段 AB 的 双 曲 长 度 ， 其 中 PP 和 总 表示 直线 AB 同 
贺 ? 的 交点 ， 因为 在 这 时 有 


人 D 注 起， 我 们 对 直线 4B 上 有 关 的 点 的 顺序 的 要 求 《参看 第 132 页 上 的 脚 
: 注 ), 保 证 了 交 册 (4P/B?)/(40/80) 大 于 1， 因此 它 的 对 数 是 正 的 。 对 于 另外 
兢 个 交 比 ， 类 似 的 注 大 也 成 立 。 
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dsp= dhcT+dcas。 

这 个 可 加 性 ， 以 及 在 上 面 所 说 的 几何 意义 下 线段 AB 与 线段 
4 全 千 的 充分 必要 条 件 是 dapg = dar p'!， 这 两 者 说 明 我 们 
把 (水 冰 ) 定 义 的 数 das 称 为 线段 AB 的 双 曲 长 度 是 有 道理 
的 届 。 

大 家 注意 ， 如 果 点 号 沿 着 直线 42 向 P 点 无 限 接近 ， 虽 
交 上 比 (APYBP)/(4Q/BQ) 无 限 地 增加 (BP-*0); 因此 ， 线 
段 48B 的 双 曲 长 度 das 无 限 地 增加 ， 这 说 明 射 线 AP 前 双 拘 
长 度 是 无 穷 大 (尽管 整个 双 曲 直线 是 用 一 个 其 欧 几 里 得 长 度 
为 有 限 的 线段 表示 的 )。 


8) .， : (b) 


图 105 


双 曲 直线 是 无 限 长 的 这 一 事实 也 可 以 不 用 交 上 比 来 证 明 。 
有 关 的 构思 示意 在 图 105 中 ， 图 105(a) 表 示 如 何 将 双 曲 直线 


中 我 们 可 以 同样 令 人 满意 地 用 数 zlog[(4P/BP)/(4Q/B0)7] 来 定 义 线段 
43 的 双 曲 长 谋 ， 其 中 丰 是 一 个 任意 的 正 的 常数 。 选 择 一 个 特 丈 的 有 相当 于 在 
双 井 几何 中 选择 一 个 特殊 的 长 订单 位 。 这 个 注释 说 了 明 ， 在 公式 ( 涪 上 站) 中 对 数 的 
底 的 选择 没有 多 大 关系 ,因为 对 数 的 底 的 改变 等 价 于 用 同一 个 常数 采 所 有 的 “长 
入 ”448。 
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AP 上 的 线段 48 的 长 度 加 倍 ， 而 图 105(b) 则 表示 在 射线 
4P( 从 4 点 出 发 )》 上 接连 地 截取 等 于 线 租 48 的 线段 的 过 
程 ， 可 以 无 限 地 进行 下 去 而 总 是 不 能 达到 二 点 。 我 们 现在 来 
说 明 表 示 在 图 105(Ca) 中 的 “加 倍 作 图 ”的 细节 。 由 于 四 个 点 
A,B,P,Q 和 四 个 点 4,5,F,0 是 从 Oi 透视 的 , 交 比 (AP/BP》 
/(4Q/80) 和 CAP/BP)/(4Q/B89) 相 千 ， 叉 因 四 个 上 扣 4 ,8B， 
5,Q 和 四 个 点 了 ,Bi1,P,0 是 从 0 透视 的 ， 所 以 交 上 比 (4F5/ 
Bp)/(A4Q/B0) 和 (BP/B1P)/(8Q/B1Q) 相 锋 ，。 因 此 
AP/BP BP/BIP 
40750 ”BO/BQO’’ 
或 等 价 地 有 


daB 一 dppi。 


这 就 推出 线段 A4B 和 Di 全 
等 ( 在 双 曲 几何 的 意义 下 )，。 
图 105(b) 不 过 是 图 105(a) 中 
描述 的 作 图 方法 的 简单 应 
用 ; 先 用 于 AB( 给 出 B88,)， 
再 用 于 BB. 给 出 B18,) ,等 
等 ， 

下 面 ， 我 们 来 研究 双 曲 
几何 中 直线 之 间 的 夹 角 问 
题 。 先 考虑 从 圆 盘 天 的 中 
心 O 出 发 的 两 对 射线 OP 和 图 106 
Oo ,0P 和 QOQC'。 显 然 , 如 果 通 常 的 ( 欧 几 里 得 的 ) 角 POQ 和 
角 忆 CQ 相等 (图 106)》, 则 存在 一 个 将 角 POQ 变 成 角 忆 /0Q” 
的 双 曲 运动 : 这 个 运动 就 是 绕 中 心 O 的 旋转 ( 绕 O 的 旋 


136 


竺 是 双 曲 运动 ,因为 它 是 将 圆 盘 六 变 成 自身 的 射影 变换 @ ) 。 
我 们 要 证 明 、 反 过 来 ， 如 果 有 一 个 双 曲 运动 将 角 POQ 变 成 
角 P’O00’, 则 (通常 的 ， 即 欧 几 里 得 的 ) 角 POQ 和 角 了 P’O87 
全 等 。 实 际 上 ， 平 面 的 这 种 将 天 变 到 它 自身 上 的 射影 变换 ， 
将 点 PP 和 Q 变 成 点 P’ 和 0Q’, 从 而 直线 PQ 变 成 直线 PQ 人 

它 还 将 加 在 点 P 和 Q 处 的 切线 PR 和 QR 变 成 在 点 P' 和 
Q@' 处 的 切线 P'R’ 和 Q’R'( 因 为 每 个 双 曲 运动 将 了 变 成 它 自 
身 ， 并 将 了 的 切线 变 成 上 的 切线 参看 第 74 页 )。 此 外 ， 它 
将 直线 OR 变 成 直线 OR'“ , 闪 将 PQ 和 OR 的 交点 T 变 成 P/Q/ 
和 OR’ 的 交点 T'( 图 106)， 因 此 上 述 双 曲 运 动 将 线段 OT 
变 成 线段 OT’ , 它 说 明 这 两 个 线段 在 双 曲 儿 何 的 意 义 下 是 全 
等 的 。 但 是 从 这 可 以 推出 它们 在 欧 几 里 得 意 义 下 也 是 全 等 
的 ， 因 为 ， 警 如 说 ， 如 果 线 段 OT 小 于 线段 0T’ , 则 我 们 可 
以 用 绕 0 点 的 旋转 ( 它 是 双 曲 运动 ) 将 线段 OT 变 成 线段 OT 
的 一 部 分 ， 而 这 表明 线段 OT 和 07 的 双 曲 长 底 是 不 同 的 ， 
跟 已 经 证 明 的 它们 是 双 曲 全 等 的 相 了 矛盾 。 双 从 等 式 07= 


OT' 可 以 推出 ZP0Q= LP'0Q’, 因 为 OT =reos 二 人 POO， 


OT/=r cos 一 人 P'00 ,其 中 7 是 圆 盘 尺 的 盾 径 。 


就 象 我 们 看 到 的 ， 和 交 比 (4P/BP)/(4Q/BQ) 列 划 线 
4B 的 双 曲 长 度 大 致 类 似 ， 角 POQ 的 大 小 记 划 OP 和 0Q 
之 间 的 “ 双 曲 角 ”。 而 且 ， 如 果 射 线 OU 把 角 POQ( 在 内 部 ) 
分 成 角 POU 和 和 角 U00， 则 人 POQ = 人 POU + 人 UOQ( 两 角 


QD 通过 双 则 运动 可 以 将 角 P08 和 角 P“0Q' 《假定 在 欧 几 里 得 意 义 下 相 
等 ) 登 合 起 来 ， 而 且 使 得 0 跟 0P’ 准 合 ，0Q 跟 0Q" 登 合 ( 而 不 是 0P 中 00 
合 合 ，00Q 跟 0P' 从 合 )。 为 此 ， 我 们 只 要 将 圆 盘 KK 绕 中 心 0 旋转 角度 POP ,如 
果 需 要 的 话 再 将 共 对 直径 0P 作 一 个 反射 《对 KK 的 直径 的 反射 是 双 出 运 动 )。 
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之 和 的 大 小 等 于 它们 的 大 小 之 和 )。 这 样 ， 我 们 说 明了 把 从 
圆 盘 玉 的 中 心 O 点 出 发 的 两 条 射线 OP 和 OQ@ 之 间 的 双 曲 
角 的 大 小 5poo， 定 义 为 角 POQ 在 欧 几 里 得 意义 下 的 大 小 是 
合理 的 , 

其 次 ， 孝 虑 顶点 在 圆 盘 必 的 任意 一 点 4 处 的 角 PAQ 
(图 107)。 用 双 曲 运动 将 4 变 成 的 中 心 0O,， 以 角 P'087 
表示 角 PAQ 的 象 ， 当 然 ， 
这 种 运动 有 许多 种 选择 方法 - 
《参看 第 131 页 ); 然而 ,如 果 
M 1 和 MM 是 两 个 运动 ， 将 角 
PAQ 分 别 变 为 两 个 不 同 的 
中 心 角 忆 00 和 P100,， 
则 Mi 的 北 MY! 将 角 P’OQ7’ 
变 成 角 PAQ， 于 是 双 曲 运 
动 AMix 和 As 的 乘积 将 角 图 107 
P'OQ8' 变 成 角 PiOC,. 这 说 明 在 双 曲 几何 意义 下 角 P’08’ 和 和 
角 P10Q, 是 全 等 的 ， 所 以 在 通常 的 ( 欧 儿 里 得 的 ) 意 义 下 也 是 
双 等 的 。 因 此 ， 我 们 可 以 把 两 条 射线 AP 和 AQ 之 间 的 双 曲 
角 的 大 小 6pa0， 定 义 为 贺 盘 必 的 角 P'OQ8’ 在 欧 几 里 得 几何 
意义 下 的 大 小 ， 其 中 角 P'O08/ 是 由 角 PA4Q 在 双 曲 运动 下 变 
成 的 任意 一 个 中 心 角 。 显 然 ， 角 的 这 个 非 欧 几 里 得 量度 ， 具 
有 和 角 的 通常 的 欧 几 里 得 量度 的 基本 性 质 ， 这 就 是 说 ， 当 且 仅 
当 有 一 个 双 曲 运动 将 一 个 角 变 成 另 一 个 角 时 ， 这 两 个 角 相 
等 ;以 及 如 果 射 线 AR 内 分 角 PAQ 为 角 P4R 和 角 RAQ,， 
册 Opag =OpaR+ ORAQe 
”由 于 双 曲 运动 将 直线 变 成 直线 ， 因 而 在 任意 点 4 处 的 平 
角 的 大 小 和 在 9 点 处 的 平角 的 大 小 是 一 致 的 。 即 和 平角 在 欧 
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图 108 


几 里 得 几何 意义 下 的 大 小 是 一 致 的 ， 换 句 话 说， 在 双 曲 几 何 
中 和 在 欧 儿 里 得 几何 中 一 样 , 一 个 平角 等 于 180"。 共 丈 , 跟 在 
欧 儿 里 得 几何 中 一 样 ， 在 双 曲 几何 中 一个 局 角 总 等 于 两 个 在 
角 ， 即 360"。 一 个 直角 ， 即 与 它 的 补 角 公 等 的 角 ， 等 于 中 个 
平角 ， 即 90"。 然 而 ， 在 双 酚 几何 中 两 条 垂直 ( 即 构成 一 个 直 
角 ) 的 两 条 直线 ， 一 般 地 说 ， 在 通常 ( 欧 几 里 得 的 ?意义 下 不 
一 定 是 垂直 的 。 在 何 时 两 条 双 曲 直线 PQ 和 PiQi 在 双 曲 几 
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何 意义 下 垂直 的 问题 ， 将 在 下 面 太 究 。 

如 采 两 条 迹 于 & 的 中 心 O 的 直线 Pe 和 PC 在 双 曲 见 
何 的 意义 下 垂直 ， 则 它们 必定 在 通常 ( 欧 儿 里 得 的 ) 意 义 下 重 
直 。 因 此 ， 在 这 时 圆 工 于 已 和 Q@ 处 的 切线 必 平 行 于 直线 
PQ1[ 图 108Ca)]， 用 射影 的 话 来 说 ， 这 两 条 切线 和 直线 P,Q， 
必定 都 通过 射影 平面 上 的 同一 个 无 穷 远 点 。 存 将 O 点 变 成 4 
扣 的 双 曲 运动 下 ， 图 108(a) 中 的 图 形 将 变 成 图 108(b) 中 的 图 
形 ， 而 在 将 4 变 成 2 的 道 变换 下 ， 图 108(b) 中 的 图 形 又 变 成 
图 108(a)7 中 的 图 形 。 由 此 ， 两 条 双 曲 让 线 PO 和 PiQ 生 看 
克 充 分 必要 条 件 是 ， 直 线 PiQi 超出 圆 查 天 的 延长 线 经 过 民 
在 己 和 点 处 的 切线 的 交点 [图 108(b)]JjO 。 特 别 地 ， 如 果 直 
线 PQ 是 玉 的 直径 [图 108(e>?]， 则 了 在 已 和 Q@ 点 处 的 切线 彼 
化 平行， 着 且 垂 直 于 (在 欧 儿 里 得 意义 下 ) 访 直径、 由 此 ， 在 
非 欧 儿 里 得 意义 下 垂直 于 直径 PQ 的 直线 P,Q,， 在 欧 几 里 得 
意义 下 同样 垂直 于 PQ( 不 管 直线 P18 是 否 经 过 天 的 中 心 )。 
显然 ， 疼 双 曲 几何 中 从 一 点 刀 到 一 直线 PQ 有 唯一 的 竹 线 ; 
要 作出 这 条 垂 线 ， 只 需 作 卫 在 点 已 和 @ 处 的 切线 的 交点 到 卫 
点 的 连 线 。 这 条 垂 线 的 垂 足 自然 称 为 点 了 存 直 线 PQ 上 的 投 
影 。 如 果 卫 哉 在 PO 上 ， 则 上 涝 构图 说 明 如 何在 给 定 直 线 上 
的 一 个 给 定点 处 作 该 直线 的 垂 线 。 

下 面 我 们 来 说 明 在 双 曲 儿 何 中 如 何平 分 一 个 角 。 假 若 这 
个 角 是 中 心 角 ， 则 在 通常 ( 欧 几 里 得 的 ) 意 义 下 平分 这 个 角 的 
雷 线 OIL 图 109(a)]， 即 它 超出 圆 盘 攻 的 延长 线 经 过 在 P 

加 换 名 话说， 直线 Pl01 垂 直 于 直线 PRQ， 如 果 它 的 超出 圆 笈 下 的 延长 组 经 

过 直线 PQ 关 于 国王 的 极点 (参看 #$4)， 假若 适合 这 个 条 件 ， 则 根据 和 84 的 定理 2， 
直线 PQ 的 延长 线 同 样 要 经 过 直线 PiQl 关于 了 的 极点 ， 即 经 过 了 在 Pi 和 Qi1 处 


网 切线 的 交点 。 由 此 可 见 ， 在 双 曲 几何 中 《如同 在 网 几 里 得 几何 中 那样 ) 直 线 的 
垂直 关系 是 对 称 的 ， 如 果 P10Q1L ?了 Q， 则 PQLPiol( 还 可 参看 图 108(a)) 。 
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(a) 


图 109 


和 QQ 处 的 切线 的 交点 RR 的 直线 ， 在 非 欧 几 里 得 意义 下 也 平 
分 这 个 角 。 由 此 推出 ， 直 线 AU 平分 非 欧 几 里 得 角 P4Q( 顶 
点 4 是 双 曲 平面 上 任意 一 点 ) 的 充分 必要 条 件 是 ，4U 超 出 贺 
盘 厌 的 延长 线 经 过 7 在 P 和 QQ 点 处 的 切线 的 交点 R[ 图 109 
(b)JD, 

作 圆 盘 天 的 与 给 定 的 角 PAQ 既 等 的 中 心 角 P'O00’， 有 
一 个 简单 的 方法 (图 110(a)， 在 这 里 的 双 部 讨论 中 ， 线 段 和 
角 的 双 等 都 是 在 双 曲 几何 的 意义 下 讲 的 )。 考 虑 两 个 角 AD 
和 五 ,4 如 [图 110(b)]， 它 们 对 于 圆 盘 玉 的 直径 MN 对 称 (在 
通常 意义 下 )， 并 且 使 得 角 A,A245 和 A146 分 别 与 角 0AP 和 
O4Q 全 等 (从 而 角 五 46 和 P40 全 等 )， 还 使 得 距离 dx, 等 
于 距离 Lao。 则 角 PAG 和 和 角 ,A410 一 定 全 等 ， 因 为 通过 
一 个 双 曲 运动 ， 即 关于 直径 MAN 的 反射 ， 可 以 使 得 它们 互相 


QD 即 47 的 延长 线 经 过 直线 PQ 关于 图 了 的 极点 (参看 第 140 页 上 的 注 )。 特 
别 地 ， 如 果 角 PAQ 是 一 个 平角 ， 则 我 们 已 经 看 到 ， 角 平分 线 的 作 图 和 直线 PQ 在 
其 上 一 点 4 处 引 重 线 的 作 图 是 一 样 的 。 
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变换 。 将 线段 44A1 变 成 线段 40 的 双 曲 运动 ， 将 角 FA0 变 坡 
角 PAQ( 这 就 是 为 什么 我 们 要 求 角 AP 和 OAhP 至 等 、 角 
A14O0 和 O40 双 等 的 道理 )， 并 且 将 角 P14A161 变 成 和 和 角 
PAQ 奴 等 的 中 心 角 P'O0Q'( 双 曲 运 动 将 全 等 的 角 变 成 双 等 
的 角 )。 我 们 的 问题 是 更 说 明 ， 给 定 了 角 P 了 PAR， 如 何 作 盘 
PpP’OQ’, 

为 确定 起 见 ， 假 设 角 PAO 和 840 都 是 锐角 。 在 点 4 和 
0O 作 AO 的 双 曲 垂 线 KL 入 'L'( 由 于 40 是 将 径 ，KL 和 和 
KL/ 也 是 A0 的 欧 儿 里 得 慌 线 | 参看 图 108(e)),， 如 图 
110(a) ,以 G, 吾 和 GG’',H’ 分 别 表示 和 角 P’08’' 和 TPA 的 边 
与 直线 KL 和 KK'L’ 的 交点 .类似 地 ,在 点 了 和 Ai 作 A 的 
双 曲 垂 线 忆 也 和 尼 , 工 ,， 并 如 图 110(b)， 以 有 ,如 和 B，, 了 ,分 
别 表示 角 B1410; 和 546 的 边 同 直 线 及 和 六 1 工 ! 的 交点 。 
显然 ,从 图 110(b) 可 以 看 出 ， 欧 儿 里 得 直线 RKR1, LDL, GG， 
有 ,( 和 A441) 交 于 同一 个 无 穷 远 点 五 。， 由 于 在 图 110( 弛 中 的 
图 形 是 从 图 110(b) 中 的 图 形 作 一 个 双 曲 运动 得 到 的 ， 相 线 
KK’ ,LL’ ,GG’' ,HH’'《 和 AO) 都 交 于 同一 个 点 R， 

这 就 表明 可 以 如 何 作 出 角 P’0Q’， 那 就 是 说 ， 为 了 甩 
一 个 双 曲 运动 将 角 P4Q 的 顶点 4 变 成 圆 提 六 的 中 心 O, 在 
点 4 和 0 作 直 径 40 的 (通常 的 ) 垂 线 KL 和 K’'L' (CK,L 和 
K',L' 是 达 两 条 垂 线 同 贺 荆 的 交点 ，K 和 KK' 在 O04 的 同 侧 ) ， 
从 AP 和 4Q 分 别 与 于 人 的 交点 G' 和 五 到 直线 天 大/ 和 
LL’ 的 交点 RC 在 发 外 ) 作 连 线 。 设 G 和 吾 分 别 表示 直线 RG7 
和 RHN' 同 直线 KT 的 安 点 ， 则 00， 448' 一 Decos 中 。 至 此 ， 由 于 

Gecog= CO 用 (其 中 cog 表示 OC 和 0 之 间 的 角 的 双 曲 


全 也 可 以 作 点 P 和 0 到 RR 的 连 线 ， 在 这 时 直线 RP 和 RQ 同 图 了 交 于 发 
Pf’ 和 Q 《参看 图 110(a)s(b)》。 
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度量 。 而 人 GOH 则 是 这 个 角 的 欧 几 里 得 放量) ， 从 而 最 后 我 


们 得 到 


0pAQ 一 GOH, 


大 家 还 可 以 注意 从 图 110(a) 可 以 推出 的 一 个 事实 ， 即 如 


果 A 冯 0， 则 


OpaQ 二 CO0O 万 < 一 P4C 


《因为 AG<0G’,，AH 二 OH’ 


HOA</H’'AO). 

在 这 里 还 有 交 于 双 
油 平 面 中 点 4 的 直线 
PP 和 QQ@i 之 间 的 双 
曲 角 的 另 一 个 《更 简单 
的 ) 作 图 [图 110(c)]: 
阳 1t 和 而 古 图 2 在 吃 
PP 的 端点 P,Pi 处 的 切 
线 ， 它 们 交 于 点 VU。 又 


设 s 是 中 心 在 U 宇 径 为 ， 


UP=UP, 的 圆 在 天 中 
的 强 ( 如 果 1 Vt， 则 并 
的 疲 PP 起 si 的 作 
用 )。 类似 地 ， 设 ss 是 


， 所 以 了“GO4< GAO， 


图 110(c) 


以 “的 切线 CY 和 QiY 的 交点 Y 为 中 心 ，VQ =VQi 为 中 径 的 
图 在 大 :中 的 弧 。 则 弧 s, 和 ss 之 间 的 通常 的 ( 欧 几 里 得 的 ) 角 
《 即 这 两 条 呈 在 其 交点 处 的 切线 所 夹 的 角 ， 图 110(c)) 等 于 双 
曲 角 过 4Q@。 这 一 事实 的 证 明 ， 在 双 曲 几何 的 所 谓 “ 庞 加 莱 
《Poincaré) 模型 ”的 背景 下 最 容易 给 出 来 ， 我 们 将 在 第 二 
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章 @ 中 给 出 这 个 证 明 。 

现在 我 们 来 把 罗 巴 切 夫 斯 基 - 波 里 亚 的 非 欧 儿 里 得 几何 
与 中 学 里 学 习 的 欧 儿 里 得 几何 作 一 个 比较 。 首 先 想到 的 一 个 
问题 是 这 两 种 几何 有 多 少 共同 之 处 。 在 这 两 种 几何 中 ， 两 个 
点 确定 唯一 的 直线 ， 两 条 直线 至 多 有 一 个 公共 点 ( 它 可 以 由 
双 上 出 包 何 中 的 直线 是 平面 中 的 线 展 这 一 事实 推 出 )。 其 次， 
在 这 两 种 几何 中 ， 可 以 通过 运动 将 一 个 点 和 从 这 个 点 出 发 的 
一 条 射线 变 成 任意 一 点 和 从 此 点 出 发 的 一 条 任意 指 定 的 射 
线 。 线 段 的 双 曲 长 度 和 角 的 双 曲 大 小 跟 欧 几 里 得 几何 中 与 之 
相应 的 酸 念 有 许多 共同 的 性 质 ， 例 如 ， 在 两 种 几何 中 ， 两 个 
线段 之 和 的 长 度 等 于 它们 的 长 度 之 和 ， 两 角 之 和 的 量度 等 于 
它们 的 量度 之 和 ， : 

如 同 在 普通 的 殉 儿 里 得 几何 中 一 样 ， 在 双 曲 几何 中 ， 在 
直线 上 的 一 个 给 定点 和 沿 两 个 方向 中 的 随便 哪 一 个 方向 ， 可 
以 作 任 意 长 的 一 个 线段 (在 这 里 要 用 到 一 个 重要 事实 ， 即 双 
曲直 线 是 无 限 的 ;参看 第 135 页 )， 类 似 地 ,在 直线 上 的 一 个 给 
定点 并 在 该 直线 的 随便 哪 一 侧 ， 可 以 作出 一 个 给 定 的 角 。 这 
说 明 ， 在 中 学 几何 中 所 有 那些 熟悉 的 、 其 证 明 以 欧 几 里 得 几 
何 中 刚才 提 到 的 那些 简单 的 命题 (公理 ) 为 基础 的 定理 ， 在 双 
曲 几何 中 无 需 作 任何 修改 全 都 成 立 。 例 如 ， 在 双 曲 几 何 中 ， 
关于 补 角 和 对 顶 角 的 定理 (以 及 对 顶 角 的 平分 角 线 在 同 一直 
线 上 ， 补 角 的 平分 角 线 互相 垂直 等 定理 )， 关 于 三 角形 人 等 
的 所 有 判别 法 (包括 直角 三 角形 全 等 的 判别 法 )， 关 于 等 腰 三 
角形 的 性 质 的 定理 ， 关 于 线段 的 垂直 平分 线 和 角 平分 线 的 性 
质 的 定理 ， 关 于 三 角形 的 角 平分 线 共 点 的 定理 等 等 ， 至 都 仍 
然 成 立 。 从 关于 三 角形 全 等 的 判别 法 ， 用 通常 的 方法 可 以 扒 
出 关于 三 角形 的 一 个 外 角 的 定理 (这 个 外 角 大 于 不 相 邻 的 每 


中 参看 《几何 变换 》 第 四 册 。 一 一 英 译 者 
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一 个 内 角 )， 莽 且 从 这 个 定理 又 可 推出 三 角形 的 边 和 角 之 加 
的 关系 ， 以 及 关于 三 角形 任意 一 边 的 长 度 小 于 另外 两 边 的 长 
接 之 和 的 定理 。 从 这 些 结果 我 们 可 以 推出 关于 从 一 点 到 一 次 
线 的 垂下 线段 和 针线 段 的 相对 长 论 的 定理 ( 它 说 明 将 点 到 让 
线 前 距 痪 定义 为 从 该 点 到 所 说 的 直线 的 垂 盐 线 自 的 长 度 是 合 
理 的 )， 以 及 关于 一 个 线段 比 连 接 它 的 端点 的 任何 其 它 折 线 
要 短 的 定理 。 如 果 我 们 把 曲线 的 长 讼 定义 为 它 的 内 接 折 线 航 
长 度 的 极限 ， 则 与 在 欧 几 里 得 几何 中 的 情形 一 样 ， 在 双 曲 几 
何 中 也 可 以 断定 :: 连接 两 个 定点 的 曲线 中 长 度 最 小 的 就 是 以 
这 两 点 为 靖 点 的 站 线段 。 这 就 使 得 我 们 可 忆 将 两 点 之 间 的 距 
部 定义 为 连接 它们 的 区 线段 的 长 雇 。 所 有 这 些 命题 强调 了 这 
两 种 几何 的 相似 性 。 
作为 例子 ,我 们 来 证 明 刚 提 到 的 那些 定理 中 的 两 个 定理 ， 
在 双 曲 几何 中 关于 三 角形 全 等 的 第 一 个 判别 法 的 证 明 . 
设 A4BC 和 A1BiC, 是 两 个 三 角形 ， 并 且 dc = dacs dan = 
44s，0as4c=0shc。 问 题 是 要 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 《图 
111)。 用 双 曲 运动 将 点 4 变 成 点 4 ， 和 大 使 得 边 AC 的 象 和 
AiCi 在 一 条 射线 上 。 由 于 d4c =dsc,， 点 C 和 Ci 重合， 又 
由 于 角 A 和 和 角 A 全 等 ， 边 4 的 象 和 A1B, 在 一 条 射线 上 上， 
根据 dus=dasp,， 点 8 和 B, 重合 。 所 以 边 C8 和 C1B, 重合 
《两 点 确定 唯一 的 泪 线 ) ; 从 而 这 两 个 三 角形 重合 ， 因 此 
原来 的 两 个 三 角形 全 等 。 这 个 证 明 跟 基 谢 诀 夫 的 数 科 


一 -一 


@@ 将 4 变 成 41， 并 将 射线 4C 变 成 射线 41C1 的 非 欧 几 里 得 运动 。 可 以 
骨 第 331 页 中 说 明 的 或 下 面 的 方法 实现 ， 先 作 运 动 Mi 将 4 变 成 0， 然后 作 绕 
0 点 的 旋转 多 ， 有 了 时 可 能 还 要 作 图 盘 至 对 直径 0 的 反射 了 其 中 00* 是 射线 
AC 在 前 两 个 运动 下 的 象 ， 其 后 再 作 将 0 变 成 41 的 运动 M231。 如 果 3p4c = 
38,41C1， 则 将 射线 4C 变 成 射线 4151 的 这 两 个 双 册 运动 中 ,其 中 有 一 个 必定 
将 射线 48 变 成 射线 4131。 
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书 由 中 关于 三 角形 全 等 的 第 一 个 判别 法 的 证 明 字句 全 是 一 样 
的 ; 虽然 在 这 里 的 图 形 和 那里 完 会 不同 。 


图 111 图 112 


定理 “三 角形 凤 角 平分 线 交 于 一 点 ? 的 证 明 。 前 面 已 经 
提 到 ， 关 于 角 平分 线 上 的 点 到 角 的 两 边 距离 相等 的 定 记 理 及 其 
逆 定 理 ， 在 双 曲 几何 中 也 成 立 〈 试 证 明之 ! ). 现在 考虑 
人 4BC 的 角 A 和 角 B 的 平分 线 AM 和 BN( 图 112)。 显然 ， 这 
怖 条 角 平 分 线 交 于 三 角形 的 一 个 内 点 C。 由 于 Q@ 是 4M 和 
BN 的 公共 点 ， 它 到 边 BA 和 BC 以 及 到 边 4B 和 AC 都 等 
距 ， 所 以 到 边 AC 和 BC 也 等 距 ， 从 而 Q 是 角 C 的 平分 线 上 
的 一 点 ， 这 就 证 明了 我 们 所 作 的 结论 。 这 个 证 明 实 质 上 也 是 
基 谢 刻 夫 的 数 科 书 @ 中 的 证 明 的 重复 。 我 们 建议 读者 补充 上 
面 提 到 的 各 个 定理 的 证 明 。 

大 家 注意 ， 双 曲 儿 何 的 每 个 定理 都 可 叙述 为 欧 玫 里 得 玫 
何 的 关于 圆 盘 六 的 驴 和 点 的 定理 例如 。 双 曲 几 何 的 定理 ， 
角 平 分 线 是 到 角 的 两 边 等 距离 的 点 的 轨迹 ， 有 如 下 “ 欧 几 里 
得 ”的 意义 。 设 PR,QS，MN 是 圆 了 的 经 过 一 点 4 的 三 条 


@ 见 第 2 页 中 洲 。-_ 英 译 着 
轩 看 第 2 页 的 注 、 一 英 译 者 
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效 ，# 设 MN 的 延长 线 经 过 了 在 了 P 和 的 切线 的 交点 CMN 
是 角 PAQ 的 “ 双 曲 角 平 分 线 ”， 贿 看 图 113)， 

命 天 是 蓄 MN 上 的 一 个 点 。 设 TT, 分 别 是 Z 在 点 了 和 
R ,CQ 和 ”处 的 切线 的 交点 ， 从 点 1 和 TT, 分 别 作 到 KK 的 连 线 
( 即 从 kK 到 直线 忆 ER 和 @o 作 “ 双 曲 垂 线 ”)。 命 U,V 是 直线 
TK 上 的 怠 ，C 是 它 同 PR 的 交点 。 类 似 地 ， 命 VsY: 是 直 
线 了 ,K 上 的 歼 ，D 是 它 同 0S 的 交点 ， 则 四 个 点 KK ,C Ul， 
Vi 的 交 上 比 等 于 四 个 点 上 ,DD; VY,,Us 的 交 比 。 


图 113 


双 曲 几何 和 欧 儿 里 得 几何 之 间 的 这 种 联系 ， 一 方面 使 得 
我 们 可 以 把 双 曲 几何 的 任意 一 个 定理 的 证 明 归 结 为 包含 圆 盘 
入 的 点 和 兹 的 某 一 个 定理 的 证 明 ， 即 它 向 我 们 提供 了 用 欧 几 
里 得 几何 的 术语 详细 研究 双 曲 几何 的 一 种 善 源 的 方 法 (参看 
问题 99 及 问题 100 一 112)。 男 一 方面 ， 双 曲 几 何 中 一 个 定理 
的 迁 明 自动 给 岂 欧 几 里 得 几何 的 相应 定理 的 一 个 证 明 。 刚 地 
讨 诊 的 例子 总 是 一 个 很 好 的 说 明 ， 证 明了 双 曲 几何 中 关于 和 角 
平分 线 的 定理 成 立 ， 就 意味 着 证 明了 等 式 
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KUVCU， KV,/DV, 

FV7GC7Y， ™ KU,/DU, 
《看 图 113)。 要 直接 证 明 它 却 是 相当 复杂 和 的。 用 双 曲 儿 何 来 
证 明 欧 几 里 得 几何 的 定理 的 这 种 方法 ， 有 了 时 可 以 产生 有 趣 的 
结果 ， 


96。 试 证 明 ， 双 曲 儿 何 的 定理 “对 顶 角 的 平分 线 在 -一 条 
在线 上 ?”， 等 价 于 8 3 问题 40(a) 的 欧 儿 里 得 几何 的 定理 ， 

97。 与 双 曲 几何 的 定理 “ 补 角 的 平分 线 正 交 ” 等 价 的 欧 
包 里 各 几何 的 定理 是 什么 ? 

98。 试 证 明 : 双 曲 几何 的 定理 “三 角形 的 角 平 分 线 共 
点 ”等 价 于 欧 几 里 得 几何 中 的 勃 息 松 定理 (参看 》3 回 题 47) , 

99. 试用 关于 线段 的 双 曲 长 床 的 表达 式 直 接 证 明 :， 在 双 
曲 几何 中 三 角形 任意 一 边 的 长 度 总 小 于 其 它 两 边 的 长 度 之 
和 |。 : 


直到 现在 ， 我 们 强调 了 通常 的 ( 欧 儿 里 得 的 ) 几 何 和 双 曲 
儿 何 的 相似 性 下面 我 们 要 来 指出 它们 的 显著 差别 。 首 先 考 
虐 所 谓 的 平行 公理 在 双 曲 几何 中 的 状况 ， 这 个 公理 是 ; 

如 果 a 是 一 条 直线 ，A 是 不 在 a。 上 的 一 个 点 ， 则 恰 有 一 
条 直线 经 过 A 并 且 和 a 不 相交 . 

这 条 公理 包含 两 个 结论 ， 经 过 从 点 的 这 条 直线 的 看 在 性 
《这 一 点 在 双 曲 几何 中 仍然 成 立 ) 和 和 它 的 唯一 性 。 平 行 公理 的 
唯一 性 部 分 在 双 曲 几何 中 不 成 立 ， 事 实 上 ， 在 双 曲 几何 中 我 
们 说 两 条 直线 PO 和 RS 相交 ， 是 指 它们 交 于 圆 竹内 的 一 点 
《图 114)， 因 为 在 外 部 的 点 和 在 它 边界 上 的 点 ( 贺 了 上 的 
点 7 都 不 能 看 成 双 曲 平面 的 点 。 由 此 可 以 推出 ， 经 过 不 在 直 
线 PQ 上 的 一 个 点 4， 可 以 作 无 劣 多 条 不 和 PC 相 交 的 直线 
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《如 图 114 中 的 站 线 MN)。 因 而 在 双 曲 几何 中 平行 公理 不 成 
立 。 这 说 明 ， 中 学 几何 中 的 、 其 证 明 要 用 到 再 行 公理 的 所 有 
定理 (从 而 是 中 学 几 和 何 中 的 多 数 定理 )， 看 成 双 曲 刀 何 中 的 定 
理 时 可 能 成 立 ( 参 看 问题 102,103,1042)、 也 可 能 不 成 立 (全 
如 ， 参 看 问题 100(a) ,(b) ,108 一 112) 呈 。 

在 圆 2 上 PP 点 处 相交 的 
直线 CPP 和 DLP( 图 1147 称 为 
双 曲 几何 的 平行 线 ， 由 于 
的 点 不 是 双 曲 平面 上 的 点 ， 
平行 线 是 不 相交 的 。 另 一 方 
面 ， 当 然 有 既 不 平行 义 不 相 
交 的 直线 。 这 样 一 来 ， 通 常 “- 
的 平行 线 作为 不 相交 直线 的 四 114 
这 种 定义 ， 不 等 价 于 双 曲 几何 中 平行 线 的 上 述 定 义 。 

正如 在 图 114 中 所 看 到 的 ， 平 行 于 PC 的 直线 AU 和 4Y 
将 经 过 4A 的 下 线 中 与 PQ 相交 的 和 不 与 Po 相交 的 直线 分 隔 
开 。 所 以 我 们 可 以 把 经 过 A 吉平 行 于 PQ 的 将 线 定义 为 这 样 
的 两 条 直线 47 和 4AY， 它 们 启 与 PQ 不 相 变 ， 双 使 得 经 过 尺 
瓜 在 角 UAV 内 部 的 直线 都 和 PQ 相交 。 有 趣 的 是 ， 平行 的 
这 个 “ 非 欧 几 里 得 ”定义 在 欧 几 里 得 儿 何 中 成 立 ( 只 不 过 在 
后 一 种 几何 中 直线 AU 和 AV 重合 ， 状 且 角 LA4Y 是 一 个 下 
角 )。 这 个 事实 就 是 把 直线 AU 和 AV 定义 为 PQ 的 平行 线 
的 根据 ， 开县 它 别 不 欧 儿 里 得 的 军 行 和 双 曲 在 行 之 闻 的 许多 
相似 的 地 方 。 


@@ ”在 某 个 定理 的 一 种 证 明 中 用 到 平行 公理 ， 并 不 说 明 该 定理 没有 不 用 平 
行 公理 的 证 明 。 因 而 。 一 个 定理 的 某 个 还 明 在 家 贡 几 箱 关 来 是 不 对 的 ， 并 不 意 
蒜 着 这 沾 定 理 在 双 曲 九 何 中 不 威 立 。” 
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在 双 曲 几何 中 眠 不 平行 双 不 相 变 的 直线 称 为 超 平行 前 ， 
有 了 时 也 是“ 发 散 的 ”， 因 为 当 沿 着 这 种 将 线 朝 随便 哪个 方向 
移动 时 ,它们 之 间 的 距离 无 限 地 增加 (看 下 面 的 问题 100(c)) 。 


100。 (a) 设 PC@ 和 RS 是 双 曲 平面 中 交 于 一 点 呈 的 两 条 
直线 。 试 证 明 ， 在 好 的 任意 一 侧 ， 从 Rs 的 点 到 直线 PQ 的 距 
离 无 限 增加 而且 ， 从 RS 的 所 有 的 点 到 PQ 的 垂 足 ， 即 > 
的 点 到 PQ 的 我 影 ， 在 直线 PCQ 上 只 布 满 一 个 有 限 的 线段 
P,Q1( 换 名 话说 , RS 在 PQ 上 的 投影 是 PQ 上 的 一 个 有 限 线段 
RQ1); PQ 在 点 Pi 和 Qi 处 的 垂 线 平行 于 RS， 

相交 直线 PQ 和 RS 的 相互 关系 的 所 有 这 些 特 点 ， 用 示意 
的 形式 表示 在 图 115(a) 中 ， 其 中 曲线 人 Bs 表 示 “ 双 曲 下 线 ” 
RS。 平 行 于 RS 的 直线 PLR 和 Q1S 表示 成 RS 的 浙 近 线 ， 示 
意图 的 这 个 特性 是 根据 本 问题 的 部 分 (b) 得 来 的 。 

(b) 设 PQ 和 UP 是 双 曲 平面 上 的 两 条 平行 直线 。 试 证 
明 ， 沿 射线 4P 的 方向 (4 是 UP 上 的 任意 一 点 ) 从 UP 上 的 点 
到 PC@ 的 距离 无 限 递减 "好 趋 向 于 0 )， 而 沿 射线 4U 的 方向 则 
无 限 递 壤 ;UP 到 PQ 的 投影 是 一 射线 QJP， 并 且 PO 在 Q! 
的 垂 线 平行 于 UP， 

平行 直线 PQ 和 PU 的 相互 关系 的 所 有 这 些 特性 表示 在 
图 115(b) 中 ， 

《c) 斌 证明， 双 曲 平面 上 的 超 平 行 和 让 线 PQ 和 MN 有 一 
条 (有 崔 一 的 ) 公 垂 线 KL, 反 之 ,有 一 条 公 重 线 的 两 条 直线 是 超 
平行 的 。 从 直线 MN 的 点 到 直线 PO 的 距离 ， 无 论 在 公 垂 线 
的 垂 足 KK 的 哪 一 边 都 是 无 限 递 增 的 。MN 到 PQ 的 投影 是 一 
个 有 限 线段 PL.Q1 PQ 在 点 Pi 和 Qi 处 的 垂 线 平行 于 MN. 

超 平行 线 PQ 和 MN 的 相互 关系 的 这 些 特征 ， 以 示意 苞 
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购 方 式 表 示 在 图 115《c) 中 ， 

由 于 从 让 线 MN 上 的 点 4 到 直线 PC 上 各 点 的 所 有 距 
离 中 ,最 短 的 距离 是 沿 着 从 4 到 PQ 的 垂 线 量 弃 的 (有 关 的 欧 
几 里 得 的 定理 在 双 曲 几何 中 成 立 , 看 第 146 页 中 的 说 明 ) ,又 由 
于 从 直线 MN 上 的 点 到 超 平行 于 MN 的 直线 PO 的 距离 ， 


(ce) 
图 115 
在 这 两 条 直线 的 公 垂 线 KL 的 垂 足 天 的 两 边 都 是 递增 的 ( 参 
需 问 题 100(c))， 因 此 KL 的 长 度 是 它们 之 间 的 最 短 距 离 ; 这 
说 明 把 线段 KL 的 长 论 昌 做 超 平行 线 PO 和 MN 之 间 前 距离 
是 合理 的 。 与 欧 几 里 得 几何 不 同 ， 在 双 曲 几何 中 平行 线 之 间 
认 有 合理 的 焉 离 概念 〈 可 以 证 明 ， 双 曲 平面 上 的 任意 一 对 平 
行 线 能 够 用 双 曲 运动 变 成 任 音 别 的 一 对 平行 线 ) 。 
由 于 双 曲 平面 上 的 两 条 相交 或 平行 直线 没有 公 垂 线 ， 寺 
向 于 超 平行 的 两 条 直线 恰 有 一 条 公 垂 线 (参看 问题 100(c))， 
扬 以 在 双 曲 几何 中 两 条 直线 不 能 有 两 条 公 垂 线 ; 换血 话说 ， 
在 双 曲 几何 中 没有 第 形 〈 即 有 四 个 直角 的 四 边 形 ) (还 可 参 
淖 下 面 的 问题 108(b))。 
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问题 100(c) 还 说 明 另 一 个 差异 ， 在 欧 几 里 得 几何 中 ， 如 
果 两 条 直线 和 第 三 条 直线 垂直 ， 则 它们 平行 反之， 两 条 
(或 多 条 ) 平行 线 总 能 看 成 垂直 于 同一 条 直线。 而 在 双 曲 几 
何 中 ， 莱 直 于 同一 条 直线 的 两 条 直线 不 可 能 是 平行 的 ， 问题 


(¢) 


图 116 


100(c) 指 出 这 些 站 线 必定 是 超 平 行 的 。 大 家 注意 ， 如 果 在 双 
曲 平 面 上 的 直线 PQ1,P,0,,PsQ;,… 慎 站 于 同一 条 下 线 KL, 
则 效 PQ ,P.O0,, Pas, … 超 出 圆 盘 的 延长 线 必 经 过 辣 一 个 
点 ， 即 贺 石 在 点 六 和 蕊 处 的 切线 的 交点 ， 由 此 ， 三 条 或 多 
条 超 平 行 直 线 〈 即 垂直 于 同一 条 直线 的 三 条 或 多 条 直线 ) 的 
性 质 也 就 清楚 了 [图 116(a)]。 这 样 ， 人 贺 盘 及 的 交 于 它 的 一 个 
内 点 4 的 艾 ， 构 成 双 曲 平面 的 一 束 相 交 直 线 [ 图 116(b7]， 交 
于 圆 2 上 一 点 己 的 站 构 成 一 束 平 行 让 线 [ 图 116(e)] 其 延长 
线 交 于 六 外 一 个 点 苹 的 葡 构 成 一 东 超 平行 直线 [图 116(a)]。 

下 面 我 们 继续 来 闸 述 双 则 几何 中 点 和 攻 线 的 相互 关系 的 
奇异 特性 。 设 角 PAQ 是 由 射线 AP 和 AQ 构成 的 双 曲 角 。 
则 在 角 PAQ 内 部 的 直线 PQ 同时 平行 于 4P 和 4@， 关 上 且 将 
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《5) 
图 117 


下 列 两 种 点 分 开 ， 一 种 是 经 过 它 可 以 作 与 该 角 的 两 边 邦 相交 
物 直 线 的 点 ， 另 一 种 是 经 过 它 不 能 作 那 样 的 直线 的 点 (图 117 
《a); 大 家 记得 ， 在 欧 几 里 得 几何 中 ,经 过 一 个 角 的 任意 一 个 
内 点 总 可 以 作 一 下 线 与 该 角 的 两 边 都 相交 〉》。 类 似 地 ， 如 果 
QP 和 UP 是 双 曲 平面 的 平行 线 ， 则 在 由 这 两 条 直线 所 围 的 
区 域内 部 的 直线 VQ 与 给 定 的 这 些 直 线 平 行 ， 并 且 将 下 列 
汞 种 点 分 开 ， 一 种 是 经 过 它 可 以 作 与 QP 和 UP 都 相交 的 直 
线 的 点 ， 另 一 种 点 则 没有 这 种 性 质 [ 图 117(b)]。 最 后 ， 在 两 
条 超 平 行 直 线 PQ 和 MN 的 情形 , 有 两 条 直线 并 P 和 NNQ,， 

它们 将 下 列 两 种 点 分 开 ， 一 种 点 是 经 过 它 可 以 作 与 PQ 和 
MN 都 相交 的 将 线 , 另 一 种 点 则 不 具有 这 种 性 质 [ 图 117(c)]， 
双 曲 几何 的 所 有 这 些 奇 异 前 特性 ,示意 地 表示 在 图 
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118 (a) 一 (c) 中 。 


f f 六 一 
A | 和 | | 
| ) A 
\ -一 fy 
(a) (b) 《2) 
图 118 


101。(a) 试 证 明 ， 双 曲 平面 的 两 条 直线 训 和 咏 总 有 一 
-条 对 称 轴 1 《在 双 曲 几何 中 关于 一 条 直线 对 称 的 定义 ， 与 欧 
九里 得 几何 中 的 相同 ; 参看 《几何 变换 》 第 一 肯 ， 第 二 章 , $1 
哆 开始 部 分 ) 。 莽 证 明和/ 属于 一 个 束 《〈 邑 它们 或 共 
点 ， 或 平行 ， 或 垂直 于 同一 条 直线 ， 参 看 第 153 页 〉.， 

《b》 试 证 明 ， 如 果 双 曲 平 面 上 的 过 线 ,1,,i 属 于 同一 个 
束 ， 并 且 i 江 是 i 和 i, 上 的 点 4 和 4, 的 对 称 力 ， 则 /是 站 
线 4 和 1 的 对 称 轴 ， : 

102。 双 曲 平面 上 的 一 个 四 边 形 ， 如 果 它 们 的 对 角 线 被 
它们 的 交点 平分 ， 就 是 做 双 曲 平行 四 边 形 ， 试 证 有明: 

(a) 双 曲 平行 四 边 形 的 对 边 至 等 。 

(Pb) 双 曲 平行 四 边 形 的 对 角 公 等 。 

《c) 如 果 一 个 双 昌 平行 四 边 形 的 对 角 线 垂直 ， 则 它 的 所 
-有 的 边 都 全 等 ， 且 对 角 线 平分 其 顶 角 ， 这 种 平行 四 边 形 称 为 
汉 曲 闵 形 。 

《d) 如 果 一 个 双 曲 平行 四 边 形 的 对 角 线 至 等 ， 则 它 的 所 
有 的 角 痢 全 等 这 种 平行 四 按 形 可 以 称 为 双 曲 符 形 ， 虽 然 ， 
蕊 的 角 肯 定 不 是 直角 (参看 第 152 页 ) 。 
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(e) 如 果 一 个 双 曲 平行 四 边 形 的 对 角 线 公 备 并且 垂 评 ， 
则 它 的 所 有 的 边 公 等， 所 有 的 角 也 僵 等 ;这 种 平行 四 边 形 可 
以 称 为 双 曲 正方 形 ， 

103。 双 昌平 行 四 边 形 〈 参 看 上 一 个 问题 ) 的 对 边 平 行 
取 ? 

104. 试 证 明 ， 在 双 曲 几何 中 锐角 三 角形 的 三 条 高 线 共 
点 ， 这 个 定理 对 钝 角 三 角形 成 立 吗 ? 

105， 试 证 明 ， 在 双 曲 几何 中 三 角形 的 中 线 共 点 。 

106, 欧 几 里 得 几何 中 有 命题 ， 三 角形 中 线 交 点 分 中 线 
(从 顶点 开始 ) 之 比 为 2 : 1 。 在 双 曲 儿 何 中 它 成 立 吗 ? 

107。 试 证 明 ， 在 双 曲 几何 中 三 角形 的 边 的 垂直 平 分 线 
属于 同一 个 束 〈 即 它们 或 共 点 、 或 平行 、 或 与 同一 条 直线 垂 
站， 参看 第 153 页 ) 。 : 

108。(a) 试 证 明 ;， 在 双 曲 平面 中 三 角形 的 内 角 之 和 总 
小 于 180"@ 。 

(b) 试 证 明 ， 在 双 曲 平面 中 角形 的 内 角 之 和 总 小 于 
《nn 一 2)180 。 

109. 试 证 明 ， 双 曲 平 面 中 m 角形 的 面积 跟 (n 一 2)180° 
与 该 n 角形 内 角 之 和 的 差 成 比例 ， 特 别 ， 角 为 人 和 4, 人 B,C 
的 三 角形 的 面积 是 K(180"- 4- 人 B- 人 C)， 共 中 的 系数 
Kk 和 面积 单位 的 选择 有 关 . 

Cn 一 2)180”( 欧 几 里 得 儿 何 中 1 角形 的 内 角 之 和 》 与 双 
曲 平面 中 一 个 ?角形 的 内 角 和 之 差 ， 称 为 这 个 ” 角形 的 角 


Q@ 可 以 证 明 ， 对 于 其 和 小 于 180° 的 角 4,3,C 的 每 种 选 法 都 存在 一 个 双 
曲 三 角形 ， 其 角 为 4,8,C .问题 109 和 110 的 令 人 惊奇 的 结果 和 这 个 事实 有 关 , 在 . 
欧 几 里 得 几何 中 ， 规 定 一 个 三 角形 的 三 个 角 等 价 于 规定 它 的 两 个 角 《由 于 第 三 
个 解 由头 两 个 角 确 定 )， 并 且 这 样 不 能 唯一 确定 一 个 三 角形 .然而 ， 在 双 曲 几何 
中 三 角形 的 三 个 角 却 是 互相 独立 的 ， 并 且 它 们 确定 这 个 三 角形 。 


156 


亏 。 于 是 ， 问 题 109 中 的 定理 可 以 叙述 如 下 双 曲 平面 中 必 
角形 的 面积 与 它 的 角 亏 成 正比 。 特 别 ， 由 此 可 以 推 则 ，7n 角 
形 的 面积 仿 小 ， 其 内 角 之 和 全 接近 于 (人 -- 2)180 "。 

110. 试 证 明 双 曲 几 何 中 关于 三 角形 全 苇 的 第 四 个 判别 
法 :如 果 一 个 三 角形 的 三 个 角 与 另 一 个 三 角形 的 三 个 角色 
等 ， 则 这 两 个 三 角形 至 等 。 

问题 110 的 一 个 推论 是 下 列 有 基本 重要 意义 的 事实 ， 在 
双 曲 几何 中 没有 相似 而 不 全 等 的 图 形 。 如 《几何 变换 》 第 二 
册 的 引 论 中 所 指出 的 ， 欧 几 里 得 几何 的 定理 实际 上 是 相似 几 
何 的 定理 ， 即 它 所 讨 诊 的 是 几何 图 形 在 相似 变换 下 保持 不 变 
移 导 些 性 质 。 这 是 由 于 在 欧 几 里 得 几何 中 没有 一 个 定理 依 顿 
于 长 度 单位 的 选择 : 因此， 没有 一 个 定理 能 够 讨论 线段 的 长 
度 ， 而 只 能 讨论 线段 的 长 度 之 比 。 然 而 ， 在 双 曲 几何 中 ， 没 
有 相似 而 又 不 全 等 的 图 形 ， 因 此 没有 一 种 变换 〈 与 双 曲 运动 
不 同 的 ) 能 够 称 作 “有 双 曲 相似 ”。 鉴于 我 们 同 欧 几 里 得 几何 
相 接 触 的 长 期 经 验 ， 这 种 差异 可 能 给 我 们 以 特别 离奇 的 印 
象 ， 这 就 是 为 什么 我 们 要 相当 详细 地 讨论 这 个 问题 的 原因 ， 

大 家 注意 ， 欧 儿 里 得 几何 中 的 定理 可 能 傅 顿 于 角 的 度量 
单位 的 选择 ; 例如 , 如 果 我 们 定义 1 诬 等 于 一 个 直角 的 1/100 
而 不 是 1/90， 则 定理 ，“ 一 个 三 角形 的 内 角 之 和 是 180"” 显 
然 然 要 改写 5 。 距 离 和 角度 之 间 的 这 种 差异 是 由 于 在 欧 儿 里 得 


OD 换 名 话说， 在 欧 几 里 得 几何 中 ， 一 个 定理 可 能 说 到 角 的 大 小 ， 或 线段 
的 大 小 之 比 ， 但 不 能 说 线段 的 大 小 《例如 ， 参看 下 列 定 理 中 关于 长 底 和 角度 的 
提 法 ， 在 有 一 个 角 为 30 "的 直角 三 角形 中 ,该 角 的 对 边 等 于 斜 边 的 一 半 ) ,例如 ， 
在 1918 年 俄国 采用 新 的 度量 衔 制 时 ， 并 不 需要 在 那 时 的 基 谢 摩 夫 教科 书 中 作 任 
何 更 改 ， 就 是 这 个 原因 ; 而 角 的 量度 单位 一 旦 有 了 变化 ， 就 必须 改变 许多 定理 
前 陈述 ， 
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ai 一 


几何 中 可 以 给 出 角度 单位 的 纯 儿 何 定 义 (直角 就 是 这 样 的 一 
个 单位 ， 它 可 以 定义 为 与 它 的 补 角 全 等 的 角 ， 直角 的 一 个 确 : 
定 的 部 分 也 是 如 此 ， 男 一 种 是 弧度 ， 一 个 颖 论 凤 所 对 的 弧 长 
等 于 嘻 径 的 一 个 中 心 角 ) ， 但 是 和 这 相反 ， 没 有 一 种 提供 特 - 
定 的 长 度 单位 的 几何 方法 在 双 曲 几何 中 情况 就 不 是 这 样 ， 
可 以 给 出 长 度 单位 的 一 种 纯 儿 何 的 定义 ， 例 如 ， 有 一 个 角 是 - 
45" 的 等 边 三 角形 的 一 条 边 ， 可 以 取 作 一 个 长 度 单 位 (根据 问 
题 110 ,这 是 一 个 完全 确定 的 线段 )》 。 这 意味 着 在 双 昌 几何 中 
一 个 定理 的 陈述 ， 可 以 傅 顿 于 长 度 单位 的 选择 。 

大 家 注意 ， 从 问题 109 和 110 可 以 推出 ， 在 双 曲 几何 中 
能 够 对 面积 单位 下 几何 的 定义 ， 辟 如 说 ， 规 定 7 角形 的 面积 
等 于 它 的 角 亏 ， 或 规定 具有 指定 角 的 三 角形 的 面积 作为 面积 
的 单位 。 


我 们 打算 讨论 的 最 后 一 个 问题 是 双 曲 平面 的 运动 的 分 
类 。 在 《几何 变换 》 第 一 册 中 大 家 看 到 ， 欧 几 里 得 几何 的 两 
个 正 向 全 等 的 图 形 可 以 用 两 个 对 下 线 的 反射 使 它们 又 合 
(看 《几何 变换 》 第 一 册 ， 第 二 章 , §$ 2， 特 别 是 第 60 页 )。 
在 双 曲 几何 中 ， 我 们 可 以 用 几乎 一 样 的 方法 证明， 两 个 正 
向 全 等 的 图 形 可 以 用 两 个 对 利 线 次 反 射 使 它们 肥 合 。 在 双 
曲 几 何 中 ， 对 一 条 直线 的 反射 、 正 向 全 等 和 反 向 全 等 的 定 
义 ， 与 欧 几 里 得 儿 何 中 相应 的 定义 类 似 (参看 《几何 变换 》 
第 一 册 ， 第 二 章 ，8$1,2 的 开头 部 分 ) DP， 然而， 在 欧 几 里 


CO 


中 我 们 建议 读者 证 明 ， 这 此 定义 以 及 在 《 几 和 有 现 换 》 第 一 册 第 60 页 的 论 - 
证 ， 可 以 无 项 改变 地 搬 到 双 曲 几何 中 ， 

通过 类 似 于 在 欧 几 里 得 几何 中 所 用 的 论证 ， 可 以 证 明 两 个 反 疝 全 等 的 图 形 ， 
能 够 用 三 个 对 直线 的 反射 使 它们 部 合 ， 
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得 几何 中 ， 两 条 直线 的 关系 只 有 两 种 本 质 上 不 同 的 方式 。 即 
它们 或 者 平行 或 者 相交 而 在 双 则 几何 中 ， 它 们 的 关 柔 却 有 
三 种 本 质 上 不 同 的 方式 相交、 平行 或 超 平 行 。 这 说 明 ， 为 
什么 在 欢 几 里 得 几何 中 正 向 运动 的 类 型 的 个 数 是 两 个 〈 旋 转 
与 平移 ， 即 对 两 条 相交 着 线 的 反射 之 积 与 对 两 条 平行 直线 的 
反射 之 积 ) ， 而 在 双 曲 几何 中 正 向 运动 的 类 型 的 个 数 却 是 三 
个 。 对 这 三 种 正 向 运动 类 型 的 讨论 如 下 。 

(1) 对 于 在 4 
点 相交 的 直线 和 
的 反射 的 乘积 
[图 119(a)]， 在 这 
个 运动 下 4 点 保持 
不 动 ， 因 而 经 过 从 
欧 直 线束 媚 变 到 
它 上 自身 即 这 个 束 
中 的 每 一 条 直线 变 
为 同 束 中 的 某 一 条 
秆 线 。 设 妃 是 双 曲 
平面 中 的 一 点 ， B, 
是 B 在 对 4 的 反射 图 119(a) 
下 的 象 ，B 是 8 在 对 l 和 Ls 的 反射 的 乘积 下 的 象 。 则 Bl 和 
中 关于 局 对称， 共和 日 关于 ts 对称、 容易 看 到 ，B’ 和 
2 关于 直线 BA 和 B8’4 的 对 称 轴 对 称 。 实际 上 ， 根 据 问题 
107 中 的 定理 (应 用 于 三 角形 BB,B’)， 点 8B 和 B’' 的 对 称 轴 
属于 包含 和 1 的 束 卫 。 所 以 ， 由 问题 101(b) 中 的 结果 ,点 
8 和 B’ 的 对 称 轴 辣 下 线 BA 和 Bh 的 对 称 轴 相 同 ， 这 就 是 
燃 要 证 的 ，。 
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在 束 卫 的 每 条 直线 AP 上 , 选 出 与 了 关于 直线 AP 和 4AB 
的 对 称 轴 对 称 的 一 点 互 ， 基 将 互 的 轨迹 上 做 以 4 为 中 心 的 双 
遇 圆 。 现 在 我 们 可 以 简明 地 说 ， 在 运动 (1) 下 ， 一 个 点 和 它 
的 象 届 于 以 A 为 中 心 的 局 一 个 圆 (参看 图 119(a)) 。 

以 4 为 中 心 的 圆 可 以 更 简单 地 定义 为 与 4 等 距离 也 的 点 
的 轨迹 ， 因 为 保持 4 点 不 动 的 运动 也 保持 动 点 到 A 的 距离 
以 4 为 不 动 点 的 (1) 型 双 则 运动 可 以 称 为 绕 A 的 双 曲 旋转 。 


图 119 (b) 


(2) 对 垂直 于 直线 MN 的 两 条 超 平 行 线 和 is 的 反射 
的 乘 祝 [图 119(b)]。 在 这 个 运动 下 直线 MN 保持 不 动 , 这 说 
明 与 人 垂直 的 超 平行 直线 束 2 变 到 它 自身 (1, 中 的 每 一 条 
直线 都 变 成 HU, 中 的 一 条 相应 的 直线 )。 设 8 是 双 曲 平面 上 的 


(DD 是 在 双 曲 意义 下 的 等 距 . 从 欧 几 里 得 几何 的 观点 来 看 ， 所 提 到 的 轨迹 当 
然 不 是 一 个 圆 .可 以 证 明 ， 所 说 的 曲线 《以 及 后 面 讨论 揭 在 双 曲 平面 中 表示 等 距 
曲线 和 极限 图 的 那些 曲线 》 是 欧 几 里 得 几何 中 的 椭 图 ， 
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一 点 ，B1: 是 B 在 对 直线 六 的 反射 下 的 余 ，B/ 是 了 在 对 直线 
1, 和 1, 的 反射 的 乘积 下 的 象 。 则 B, 和 B 关 二 4 对 称 ， 并 且 
和 B 关于 1, 对称。 容易 看 到 ，B 和 8B 对 于 束 有 ,中 的 直线 BQ 
和 B'Q’ 的 对 称 轴 对 称 ， 实 际 上 ， 根 据 问题 107 中 的 定理 
(应 用 于 三 角形 BB18')， 点 8 和 8B’ 的 对 称 轴 属 于 束 , ,了 7, 包 

含 和 i。。 所 以 根据 问题 101(3) 的 结果 ，B 和 8B” 的 对 称 轴 
与 直线 BQ 和 B'Q’ 的 对 称 轴 重 合 ， 这 就 是 所 要 证 的 。 

在 束 刀 :的 每 一 条 直线 上 ， 选 取 跟 也 关于 该 直线 和 直线 BQ 
的 对 称 轴 对 称 的 点 万 ， 点 互 的 轨 和 迹 我 们 叫做 等 距 曲 线 ,并 把 直 
线 MN 昨 做 它 的 热 。 于 是 ， 在 运动 ( ? ) 下 一 个 点 和 它 的 象 在 
以 MN 为 轴 的 同一 条 等 距 曲 线 上 [图 119(b)]. 

以 MN 为 轴 的 等 距 曲 线 ， 可 以 更 简单 地 定义 为 在 MN 的 
一 边 并 且 到 下 线 MN 等 距离 的 点 的 轨 太 ， 这 是 因为 保持 一 条 
直线 不 动 的 运动 ， 也 保持 从 一 动 点 到 该 直线 的 距离 不 变 @ . 
由 存在 一 条 不 动 直 线 MN (这 直线 “《 沿 着 它 自 身 滑动 ) 所 
列 划 的 《2 ) 型 运动 ， 可 以 称 为 治 直 线 MN 的 双 曲 平移 ， 

(3) 对 两 条 平行 直线 4 和 ,的 反射 的 乘积 [图 119Cc)]。 
这 个 运动 把 与 4 和 忆 平行 的 直线 束 林 , 变 成 它 自身 ， 因 为 对 
将 线 4 或 1 的 反射 都 把 7 中 的 直线 变 成 中 的 直线 ， 所 
以 这 些 反射 的 乘积 也 是 这 样 ， 设 8B 是 双 曲 于 面 中 的 一 点 ，B1 
是 B8 在 对 直线 4 的 反射 下 的 象 ， 日 ' 是 B 在 对 4 和 1 的 反射 
的 乘积 下 的 象 。 则 B, 与 B 关 于 4 对称， 并 且 与 B’ 关于 1 对 
称 。 容 易 看 到 ，B’ 与 了 关于 查 线 BP 和 BP 的 对 称 轴 对 

QD ”办 此 称 为 “等 距 典 线 ”。 注 意 ， 根 据 问题 100(a) 一 (ec) 的 结果 ， 到 一 给 
定 直 线 MN 等 距 〈 并 且 在 MN 的 一 侧 ) 的 点 的 轨迹 不 是 一 条 直线 ， 

大 家 注意 、， 在 关于 双 曲 几何 的 著作 中 ， 等 距 册 线 有 时 定义 为 到 一 直线 MN 的 


距离 是 一 常数 的 点 的 轨迹 ， 这 种 定义 取消 了 我 们 奖 求 轨迹 点 在 MN 的 一 人 的 限 
- 制 。 
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图 ”119 《Cc) 
称 。 实 际 上 ， 根 据 问 题 107 中 的 定理 ,点 8 和 8B’ 的 对 称 畦 
属 干 束 11,， 1 包含 直线 上 和 i, 。 上 所以， 根据 由 题 101(b) 的 
结果 ， 点 8 和 了/ 的 这 个 对 称 轴 同 直线 BP 和 B’P 的 对 称 轴 
相同 ， 这 就 是 所 要 证 和 的 。 
在 束 1 的 每 一 条 直线 上 ， 选 取 与 妃 关 于 直线 4B 和 8P 
的 对 称 轴 对 称 的 点 互 。 我 们 将 互 的 轨迹 称 为 极限 团 。 如 此 ,在 
《3 型 运动 下 一 个 点 沿 着 一 个 极限 圆 运动 [图 119(c7]。 
在 欧 见 里 得 儿 何 中 ， 经 过 4 点 并 在 该 点 与 给 定 直线 1 相 
切 的 圆 的 序列 ， 当 这 些 圆 的 叶 径 趋向 无 穷 大 时 趋向 于 直线 六 
所 以 有 时 候 阅 “站 线 是 半径 为 无 穷 大 的 圆 ” [图 120(a7] 卫 。 
@ 从 一 点 8 到 一 昌 线 的 距离 。 我 们 指 的 是 从 B 到 厂 上 的 点 的 距离 的 极 小 
信 ， 这 样 ， 如 果 了 是 一 直线 !， 则 从 8B 到 /的 距离 等 于 从 B 到 /的 委 线 的 长 度 ， 而 娘 
黑人 是 一 个 以 0 为 中 心 的 加 5， 则 从 8 到 5 的 焉 离 是 两 个 线段 BM 和 BN 中 较 得 的 一 
个 的 长 度 , 其 中 M 和 N 是 直线 B0 同 圆 S 的 交点 。 这 些 话 的 意思 是 ,如 果 在 4 点 与 站 
线 / 相 切 的 圆 ?y1,72,73，… 的 半径 趋向 无 穷 大 ， 则 从 了 上 上 任意 一 点 3 到 圆 51,52。 


53，… 的 距离 BM}，BM2，BM3，… 趋 向 于 07 图 20(Ca)]。 
对 后 面 的 双 曲 几何 的 内 容 应 当 作 类 似 的 解 琶 。 
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在 双 时 几何 中 情况 就 不 是 这 样 。 不 难看 到 ， 经 过 点 4 并 且 在 
4 点 与 给 定 直 线 ! 相 切 的 圆 的 序列 ， 当 圆 的 秆 径 趋向 无 穷 大 
时 ， 趋 向 于 一 个 经 过 4 点 并 且 与 ! 相 切 的 “极限 圆 这 就 是 
涪 ， 在 这 里 “ 叶 径 为 无 穷 大 的 圆 ” 是 一 个 极限 圆 而 不 是 一 条 : 
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相 线 。 此 外 ， 经 过 4 点 并 与 上 在 4 相 切 的 等 距 曲 线 的 序列 ， 
根据 等 距 曲 线 的 宽度 是 趋向 于 无 穷 大 还 是 趋向 于 需 〈 一 条 等 
墟 曲线 的 宽度 指 的 是 从 它 的 点 到 它 的 轴 的 距离 ， 几 120(b))， 
分 别 趋 向 于 上 面 的 在 4 点 的 极限 圆 或 趋向 于 直线 ! ， 

三 种 曲线 一 一 圆 ， 极 限 圆 和 等 距 曲 线 一 一 中 的 每 一 种 则 
线 者 可 以 定义 为 与 一 束 直线 正 交 的 曲线 @O ， 在 圆 的 情形 这 是 
一 东 相 交 的 直线 ， 在 极限 圆 的 情形 是 一 束 平行 直线 ， 而 在 等 
十 曲线 的 情形 则 是 一 束 超 平行 直线 。 


111. 试 证 明 ， 在 双 曲 平面 上 ， 对 于 给 定 的 一 个 三 角形 
可 以 外 接 一 个 圆 、 一 个 极限 圆 或 一 条 等 距 曲线 。 

大 家 注意 ， 由 于 三 角形 的 角 平 分 线 的 交点 到 它 的 边 等 距 
部 ， 所 以 总 可 以 在 它 的 内 部 作 一 个 内 切 圆 。 

112. 试 证 明 ， 在 双 曲 几何 中 圆 的 周 长 和 它 的 个 径 之 比 不 
是 常数 。 

问题 112 证 明了 在 双 曲 几何 中 不 全 等 的 圆 不 相似 。( 参 看 
第 157 页 ) 孔 。 


我 们 对 双 曲 几何 的 碍 究 到 此 为 。 上 面 的 讨论 是 建立 在 第 
130 页 的 定义 的 基础 上 的 。 双 曲 几何 的 所 有 定理 都 可 以 归结 
为 关于 一 个 圆 盘 民 的 点 (和 兹 ?的 通常 的 定理 , 双 曲 几何 所 研 
究 的 内 容 是 要 找 出 在 将 天 映射 到 自身 上 的 身影 变换 下 圆 盘 天 


(D 两 条 曲线 在 一 个 交点 处 的 夹 角 指 的 是 它们 在 这 个 交点 处 的 切线 的 夹 角 . 

名 另 一 个 推论 是 ， 角 a 的 弧 谋 的 通常 定义 《作为 中 心 角 。 所 对 的 弧 长 和 
该 回 的 半 色 之 比 》 不 能 括 到 双 曲 几何 中 来 ， 因 为 在 这 里 这 个 比值 不 仅 依赖 村 a， 
而 且 也 依赖 子 灶 径 的 大 小 。 角 的 弧度 可 以 用 纯 形 式 的 方法 引入 双 曲 几何 ， 只 要 
规定 数 * = 3.14159… 作 为 一 个 平角 的 弧度 ， 或 者 用 如 下 较为 复杂 的 几何 作 法 ， 
角 a 的 强度 定义 为 中 心 角 4 所 对 圆 弧 的 长 度 与 该 圆 半径 之 比 当 半径 趋向 于 零 时 的 
圾 跟 。 
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《和 在 它 内 部 的 图 形 ) 的 保持 不 变 的 那些 性 质 。 然 而 ， 俩 究 双 
曲 几 何 ( 以 及 任何 其 它 的 几何 ) 还 有 别 的 途径 。 有 一 种 方法 在 . 
第 145 一 149 页 上 已 经 提 到 过 (参看 三 角形 全 等 的 第 一 判别 法 
的 证 明和 关于 三 角形 的 角 平 分 线 共 点 的 定理 的 证 明 ) ,和 它 在 于 
将 非 欧 儿 里 得 几何 的 定理 建立 在 有 限 多 个 公理 的 基础 上 ， 近 
和 在 中 学 里 讲授 欧 几 里 得 几何 所 用 的 方法 完全 类 似 ， 妆 从 公 
理 推 演 双 曲 几何 时 ， 我 们 只 需要 修改 欧 几 里 得 几何 的 一 条 公 
理 ， 即 平行 公理 。 代 规 这 条 公理 的 是 下 面 的 公理 ， 假 设 4 是 
不 在 直线 上 上 的 一 个 点 ， 则 经 过 4 有 多 条 直线 不 同上 相交 。 

在 双 时 几何 的 这 种 体系 中 ， 共 不 涉及 它 同 圆 盘 天 的 点 和 引 
的 关系 ， 我 们 不 用 以 那个 圆 盘 为 特征 的 图 形 ， 而 用 类 似 于 图 
115,118 或 120(b) 那 样 的 示意 图 来 解释 各 种 情况 。 

从 历史 上 来 看 ， 双 曲 几何 首先 是 在 公理 的 基础 上 发 展 起 
来 的 。 人 们 企图 用 其 它 的 公理 来 证 明 平行 公理 ， 进 行 了 长 期 
的 研究 ， 由 此 产生 了 双 曲 几何 。 关 于 这 个 公理 是 否 能 从 欧 几 
里 得 几何 的 其 它 公 理 推 导出 来 ， 人 们 便 怀 疑 了 很 长 的 时 间 。 
在 证 明 这 个 公理 的 尝试 中 ， 数 学 家 们 用 了 所 请“ 反 证 法 ”， 
即 假定 平行 公理 不 成 立 ， 试 图 在 这 个 前 提 下 推出 和 矛盾。 所 有 
这 些 堂 试 都 没有 什么 成 果 。 确 实 ， 通 过 否定 这 个 下 行 公理 所 
得 到 的 定理 显得 很 离奇 ， 但 是 它们 着 不 互相 媚 盾 。L4 .， 工 .高 
斯 (Gauss)，N. 工 . 罗 巴 切 夫 斯 基 (Lobachevski7 和 了 丁 . 波 里 亚 
(Bolyai7 等 首先 明确 指出 ， 通 过 否定 这 条 平行 公理 可 以 得 到 
一 种 新 的 、 和 通常 的 ( 欧 儿 里 得 的 ?几何 同 样 和 谐 的 几何 : 直 
到 这 时 这 个 问题 示 获 得 解决 上。 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 里 亚 把 这 

@ ”关于 N。I. 罗 巴 切 夫 斯 基 和 J. 波 里 亚 发 现 双 曲 几何 以 及 C.F. 高 斯 作出. 


的 贡献 (他 独立 地 得 到 了 双 曲 几何 的 概念 ) 的 非常 有 趣 的 历史 ， 在 R. Bonola， 
Non-Euclidean Geotnetry (Dover Publications, New York，1955) 中 可 以 找 


到 。 
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种 新 的 几何 推进 到 无 论 在 内 容 上 、 还 是 在 逻辑 结构 上 都 可 以 
和 欧 几 里 得 几何 相 匹 敌 的 地 步 。 双 曲 几何 的 产生 ( 罗 巴 切 夫 
斯 基 第 一 个 发 表 他 的 发 现 的 时 候 ， 大 约 是 1829 年 ),， 证 明了 
平行 公理 是 不 能 从 欧 儿 里 得 几何 的 其 它 公 理 推出 来 的 。 


SS 天 
RR 


图 121 


我 们 在 上 面 说 过 ， 双 曲 几 何 和 欧 几 里 得 几何 是 一 样 无 矛 
猪 的 。 然而 ， 如 果 回 到 物理 空间 ， 那 么 两 种 几何 中 似乎 只 能 
有 一 种 是 适用 的 ; 事实 上， 从 物理 空间 的 观点 来 看 ， 似 乎 显 
- 然 只 有 欧 几 里 得 几何 是 唯一 “ 芙 实 的 ” 几何 由。 然而 ， 这 两 
种 几何 同 物 理 现实 的 关系 问题 实际 上 要 比 想象 的 复杂 得 多 。 
路 有 直接 的 实验 能 够 确定 平行 公理 的 其 伪 ， 因 为 显然 不 可 能 
用 实验 的 方法 来 证 明 ， 经 过 给 定 的 一 个 点 4 只 能 有 一 条 直线 
同 给 定 的 直线 ! 不 相交 。 借 助 于 几何 直观 同样 不 能 作 册 明确 
鸥 回答。 显然 ， 如 果 A4 千 近 1 ， 则 经 过 4 点 并 同 从 4 到 /的 
翟 线 构成 “充分 小 ”的 角 ( 辟 如 说 ，45"，60" 或 75";， 参看 图 


(D 要 里 准确 地 说 的 话 ， 在 这 两 种 几何 中 似乎 欧 几 里 得 几何 更 准确 地 反映 
了 物理 空间 的 性 质 。 其 实 ， 要 问 究竟 哪 一 种 几何 在 物理 空间 中 成 立 ， 是 没 有 意 
思 的 ， 因 为 几何 的 基本 元 素 一 一 点 ， 直 线 等 等 一 一 不 是 在 物理 上 可 以 实现 的 对 
象 ,而 仅仅 是 我 们 局 围 的 物体 的 性 质 的 理想 化 。 这 就 是 为 什么 几何 学 不 能 象 物理 
学 、 化 学 或 生物 学 那 祥 包含 在 自然 科学 中 的 原因 ， 那 些 学 科 的 结论 要 受到 实验 
条 检验 。 我 们 所 能 讨论 的 、 只 是 哪 一 种 几何 能 够 对 空间 中 非常 小 的 部 分 和 光线 
的 轨道 (我 们 分 别 把 它们 当 作 点 和 直线 ) 的 性 质 给 出 较为 准确 的 描述 。 
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t217 的 在 线 ， 肯定 同 !/ 相交 ， 但 是 对 于 同 该 垂 线 的 夹 角 “ 实 
际 上 是 一 个 直角 ?” 譬如 说 ， 千 于 89"59/59.9992 的 角 
一 一 的 直线 ， 这 一 点 就 不 吓 那 么 明显 了 ，。 当 从 4 到 i 的 距离 
非常 大 ， 比 如 说 ， 比 从 也 球 到 太阳 的 距离 还 要 大 时 ， 求 助 于 
几何 直观 简直 就 毫 无 意义 了 了。 当然， 可 以 尝试 用 实验 解决 三 
角形 的 内 和 角 之 和 的 问题 (参看 问题 108)， 用 这 个 方法 解决 宏 
多 的 几何 性 质问 题 是 高 斯 和 罗 巴 团 夫 斯 基 提 出 来 的。 高 斯 
企图 用 大 地 测量 来 确定 顶点 在 三 个 相距 很 远 的 出 顶 的 大 三 角 
形 的 内 角 之 和 。 罗 巴 切 夫 斯 基 则 企图 在 天 文 数 据 的 基础 上 ， 
确定 以 三 颗 星星 作为 顶点 的 非常 大 的 三 角形 的 内 角 之 和 了 
这 里 的 困难 是 ， 所 有 的 测量 都 只 具有 由 测量 仪器 的 性 能 确定 
的 有 限 的 精度 ,而 在 实验 的 基础 上 我 们 所 能 得 出 的 结论 ,不 过 
是 三 角形 的 内 角 之 和 近似 地 等 于 某 一 个 值 ， 工 给 出 误差 的 一 
个 估计 。 因 此 ， 这 类 实验 不 能 确证 三 角形 的 内 角 和 和 锋 于 
180"。 然 而 ， 可 以 设想 ， 实验 有 可 能 证 明 三 角形 的 内 角 之 和 
不 等 于 180 ， 从 而 断定 欧 儿 里 得 儿 何不 是 空间 性 质 的 准确 反 
喘 。 现 在 在 这 方面 所 能 说 的 只 是 ， 在 所 有 测量 中 ， 我 们 观测 
到 的 三 角形 内 角 之 和 偏离 180 "的 观测 偏差 都 不 超过 实验 误差 
的 界限 。 

因此 ， 让 到 用 某 种 特别 精确 的 实验 解决 什么 是 空间 的 闫 
实 几 何 的 争论 之 前 ， 我 们 看 到 上 述 两 种 几何 在 研究 物理 世界 
的 规律 时 是 同样 有 用 的 @ 。 为 弄 清 究 昔 是 哪 一 种 可 能 的 几何 


QD 大 家 记得 ， 从 问题 109 的 结果 来 看 ， 双 有 曲 三 角形 的 面积 愈 大 ， 则 它 的 内 
骨 之 和 与 180° 的 差 也 愈 大 。 

@ 在 研究 双 曲 几何 时 ， 我 们 必须 用 象 图 115 和 118 那 样 的 失真 了 的 图 形 ,这 
个 事实 对 双 曲 几何 能 否 作 为 空间 的 “真实 ”几何 没有 影响 ,在 欧 几 里 得 几何 中 我 
们 之 所 以 能 够 利用 准确 的 图 形 。 同 相似 变换 的 存在 性 有 着 非常 密切 的 关系 ,用 相 
似 变 换 可 以 作出 平面 的 一 个 大 区 域 按 比 例 缩小 的 模型 (参看 《 几何 变换 》 第 二 册 
的 引 论 )。 在 双 曲 几何 中 没有 相似 变换 (会 看 第 157 页 ), 所 以 要 在 一 张 纸 上 描绘 大 
区 域 时 ， 我 们 必须 用 失真 了 的 图 形 ( 如 用 曲 拒 表示 直线， 等 等 ) 。 
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系统 〈 这 就 包括 与 欧 几 里 得 几何 和 双 曲 几何 不 同 的 其 它 的 几 
何 ; 参看 下 面 的 讨论 ) 最 适用 于 擂 述 物理 空间 的 性 质 而 所作 
的 努力 ， 在 很 大 程度 上 促进 了 物理 学 的 发 展 。 在 这 个 领域 
中 最 惊人 的 成 就 就 是 通常 所 说 的 相对 论 人 (A .有 要 因 斯 坦 的 
“ 竺 殊 相 对 论 ”，1905; 和 “一 般 相 对 论 ”，1916》。 它 从 
根本 上 改变 了 我 们 关于 空间 中 大 区 域 的 几何 的 观念 ， 蕉 且 完 
全 洽 除 了 按照 问题 的 原来 提 法 的 双 曲 几何 的 其 假 性 问题 。 遗 
钴 的 是 我 们 在 这 里 不 能 比较 深入 地 介绍 这 个 理论 ， 虽 然 它 与 
本 书 的 主题 有 着 密切 的 关系 。 

C. 了 .高 斯 ，N. 工 罗 巴 切 夫 斯 基 和 JJ. 波 里 亚 的 伟大 荔 
绩 ， 在 于 他 们 首先 打破 了 欧 几 里 得 儿 何 是 唯一 的 、 不 可 替代 
的 观念 。 虽然 高 斯 ， 罗 巴 邯 尖 斯 基 和 波 里 亚 非 常 广泛 地 展现 
了 他 们 的 几何 而 确实 没有 上 发生 了 矛盾 ， 但 是 在 原则 上 他 们 还 是 
没有 解决 这 种 几何 是 否 无 矛盾 的 问题 @ 。 

在 这 方面 卫 . 贝尔 觅 拉 米 〈Bejitrami) 的 工作 有 重 要 总 
义 。 在 1868 年 他 证 明了 ， 双 曲 几 何 可 以 在 通常 〈 欧 几 里 得 ) 
空间 中 的 某 种 特殊 的 曲面 上 实现 (假设 曲面 上 两 点 4,B 之 间 
的 距离 定义 为 曲面 上 连接 A 和 8 的 最 短 曲 线 的 长 度 ; 这 种 
“最 短 的 ”曲线 在 曲面 的 几何 中 起 直线 的 作用 )。 这 个 发 现 
证明 了 如 果 欧 几 里 得 几何 是 无 矛盾 的 ， 则 双 曲 几何 也 是 无 了 矛 
掉 的 ， 从 而 在 这 个 意义 上 将 双 曲 几何 置 于 和 欧 玫 里 得 几何 同 

@ 相对论 的 某 些 方面 的 初步 介绍 ， 可 以 在 ]. T. Schwartz，Relativity 
in lllustrations (N.Y.U.Press，N.Y. 1962) 中 找到 。 另 一 本 用 不 同 的 观点 写 
的 引 论 性 的 书 是 本 从 书 中 代 . O. Friedrichs 的 《从 毕 达 哥 拉 斯 到 爱 因 斯 坦 》， 

加 C.F。 高 斯 和 N，I. 罗 巴 切 夫 斯 基 是 如 此 深信 这 两 种 几何 的 无 矛盾 性 ， 
以 至 于 他 们 很 少 考 二 这 整个 的 问题 。 另 一 方面 , 波 里 亚 则 被 这 个 问题 弄 得 非常 苦 
恼 ， 他 对 于 与 双 曲 几何 有 关 的 一 整套 复杂 问题 的 深刻 见识 确实 是 令 人 租 惊 的 ， 


他 非常 形 普 地 试图 严 阁 证 明 双 曲 几 何 是 无 矛盾 的 。 但 是 他 失 骸 了 。 因 为 他 的 数 
学 素养 要 比 高 斯 和 罗 巴 切 夫 斯 基 差 得 多 。 
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等 的 地 位 。 : 

”在 贝尔 腹 拉 米 的 工作 发 表 两 年 之 后 ， 了 . 克 菜 因 (Klein》 
发 表 了 他 关于 非 欧 几 何 的 第 一 篇 论文 。 两 种 不 同 的 几何 的 存 
在 性 ， 促 使 克 菜 因 孝 虑 几何 究 葬 指 的 是 什么 的 问题 ， 他 对 这 
个 问题 的 回 管 在 本 书 的 引 论 中 介绍 过 。 克 莱 因 从 一 开始 就 将 
双 曲 几何 放 在 与 欧 几 明 得 几何 同等 的 地 位 。 还 应 当 认 为 是 他 
给 出 了 在 第 130 页 上 的 双 曲 几何 的 定义 .这 就 意味 着 在 通常 的 
欧 儿 里 得 平面 的 圆 盘 有 内 部 实现 双 曲 几何 的 可 能 性 (贝尔 腹 
二 米 已 经 提示 过 )， 基 证明 这 种 几何 是 无 矛盾 的 ， 即 平 行 公 
理 不 能 从 欧 几 里 得 几何 的 其 它 公理 推出 来 。 克 菜 因 基 至 走 得 
更 远 ， 他 通过 找 出 射影 变换 的 各 种 充分 小 的 子 群 ， 得 到 了 许 
多 (准确 地 说 是 九 种 ) 平 面 几 何 ， 在 每 种 几何 中 都 自然 地 引进 
了 两 点 之 间 的 距离 和 两 条 直线 之 间 的 夹 角 的 概念 @ ,现在 ,不 
同 于 欧 几 里 得 几何 的 所 有 几何 都 称 为 非 欧 几 里 得 几何 ， 从 而 
使 得 双 曲 几何 只 是 许多 种 非 欧 儿 里 得 儿 何 中 的 一 种 而 已 3 。 

大 家 注意 ， 双 曲 儿 何 无 矛盾 性 的 贝尔 腹 拉 米 和 克 莱 因 的 


QD 例如 ， 参 看 [.M.Yaglom， Complex Number in Geometry, Academic 
Press, New York 1968, 

加 双 曲 几何 在 非 欧 几 里 得 几何 中 是 很 特别 的 一 种 ,因为 它 满足 欧 儿 时 得 让 
何 中 除 平行 公理 以 外 的 所 有 公理 。 其 它 的 非 欧 几 里 得 几 何 与 欧 几 里 得 几何 有 更 
为 根本 的 差别 ， 它 们 中 的 有 一 些 ,一 个 线段 不 能 朝 两 边 无 限 地 延长 而 在 另 一 些 
中 ,两 个 点 并 不 是 总 能 够 用 一 条 直线 相连 接 的 。( 有 一 种 几何 与 这 种 非 欧 几 何 有 
关 ，* 那 就 是 袭 要 儿 何 ,看 《 儿 何 变换 》 第 四 册 中 的 附录 。) 这 些 说 法 预先 假定 大 家 知 
道 了 欧 玫 里 得 几何 的 “传统 前 ”公理 化 ， 这 种 公理 化 出 了 .和 希 尔 伯 特 在 他 的 著作 
《几何 基础 》 (1899) ( 江 泽 涵 等 译 , 科学 出 版 社 ， 
饮 几 插 得 平面 概念 采用 不 同 的 方式 ,可 能 会 影响 给 定 的 几何 系统 与 哆 儿 里 得 几何 
的 相对 的 “近似 程度 ”。 例 如 ， 从 显然 应 归于 及 .外 尔 (Wey1l, 1918) 的 欧 几 里 得 
几何 的 “向 量 式 ”( 即 基于 向 量 空间 的 概念 ) 公 理化 的 观点 来 看 ,最 接近 于 欧 几 蜂 
得 几何 的 “ 殉 菜 因 的 非 欧 几 里 得 几何 ”， 是 所 滑 ( 二 维 )“ 闪 可 夫 斯 基 (Mink- 
owski) 几何 ”， 这 种 几何 是 (特殊 ) 相 对 论 的 基础 。 在 这 同一 个 体系 中 、 非 常 不 
同 于 欧 几 里 得 几何 的 一 种 几何 ， 是 根本 不 用 向 量 概 念 的 双 曲 几何 。 
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证 明 ， 工 不 是 仅 有 的 两 种 可 能 的 证 明 。 在 欧 几 里 得 空间 中 ， 
可 以 构造 双 曲 几何 的 多 种 模型 ， 这 些 模 型 不 同 于 贝尔 腊 拉 米 
模型 (一 个 特殊 的 空间 曲面 上 的 点 集 ， 并 有 具有 在 曲面 上 量 座 
的 距离 ) 或 克 菜 因 模 型 (一 个 圆 盘 全 的 点 集 ， 具 有 与 通常 不 同 
的 方式 量度 的 距离 ) 由 。 另 一 种 有 趣 的 模型 是 在 第 二 章 的 附 
录 @ 中 讨论 的 庇 加 菜 模 型 。 


一 


QD 我 们 在 这 里 无 法 解释 是 由 于 贝尔 脱 拉 米 模型 的 哪些 续 陷 ,使 得 人 们 产生 
一 种 看 法 , 划 认 为 克 菜 困 神 型 是 双 曲 几何 无 矛盾 性 的 第 一 个 令 人 请 意 的 证 明 。 尽 
管 如 此 ， 在 这 方面 我 们 应 当 指 出 ， 还 基 贝 尔 脱 拉 米 首先 证 明了 无 迎 盾 性 ,因为 他 
的 文章 实质 上 也 包含 了 在 这 个 附录 中 所 描述 的 双 曲 几何 慌 型 ,这 种 模型 今天 通称 
为 “殉葬 因 模 型 ”或 “由 尔 说 拉 米 - 克 莱 因 模型 ”。( 克 莱 因 独立 地 发 现 了 这 个 
模型 。 贝 尔 陪 拉 米 关于 双 曲 玫 何 无 矛盾 性 的 第 一 个 实质 上 不 正确 的 证 明 , 给 他 的 
间 时 代 人 的 印象 是 如 此 之 深 , 以 至 于 他 们 简单 地 忽视 包含 在 这 同一 篇 文章 中 的 正 
确 的 第 二 个 证 明 。) | 

国 参考 《几何 灾 换 》 第 四 项。 对 于 彪 加 莱 模 型 的 讨论 ， 英 文 的 著作 有 日 - 
Meschkowski, Noneuclidean Geometry, Academic Press, New York 1964s 
或 下 .了 .Moise， 卫 lementary Geometry from an Advanced Standpoint, Ad- 
dison Wesley 1963, Ch.25(pp.348—-366); 或 D。Pedoe,A Course of Geome- 
try for Colleges and Universities, Cambridge Univ.Press 1970, Ch.6 (pp. 
206 一 241) 。 
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解 答 


第 一 章 “” 仿 射 变换 和 射影 变换 
1 


1， 和 发 48C 是 平面 工 上 的 一 个 任意 三 角形 。 在 从 和 区 到 
平面 4 的 一 个 适当 的 平行 射影 下 ， 人 48cC 的 象 是 一 个 等 边 
三 角形 4 875 。 根 据 平行 射影 的 性 质 C， 人 4Bc 的 边 的 中 
点 的 象 是 八 4’B'C' 的 边 的 中 点 。 由 于 和信 4B8’C' 是 等 边 的 ， 
它 的 中 线 也 是 它 的 角 平 分 线 ， 从 而 交 于 一 点 一 一 内 切 圆 的 中 
心 ， 因 此 原 三 角形 ABC 的 中 线 共 点 中 ， 

2。 设 A8CD 是 一 个 梯形 ，E 是 它 的 不 平行 边 ( 的 延 


FE: 


. (3) (b) 
国 122 


ee 


@ ”三 角形 的 角 平 分 线 共 点 ， 可 以 从 下 列 事实 直接 推出 ， 角 平分 线 是 到 角 
的 隔 边 等 埠 离 的 点 的 轨迹 。 三 角形 中 线 共 点 的 一 般 的 证 明 。 需 要 作 辅 助 线 ,这 种 
作 图 就 现在 的 方法 来 说 是 多 余 的 。 
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a 


长 线 ) 的 交点 ， 工 是 它 的 对 角 线 的 交点 。 从 梯形 所 在 的 平面 
元 到 平面 /上 的 适当 的 平行 射影 下 ， 三 角形 ABE 的 象 是 一 
个 等 腰 三 角形 A’B'E’， 同 时 ， 根 据 平行 射影 的 性 质 B， 梯 
形 ABCD 变 成 梯形 4’B’C’D’ (图 122), 显然 ,直线 EF 
的 象 E'F’ 是 等 腰 三 角形 A’B’E’ 的 对 称 轴 ， 所 以 平分 梯形 
A'B'C’D'’ 的 底 4’B’ 和 CD’。 根 据 平 行 射影 的 性 质 C， 
就 可 推出 直线 EF 平分 原来 梯形 ABCD 的 底 4B 和 CD. 

大 家 注意 ， 用 这 种 方法 也 能 够 证 明 上 滤 定 理 的 逆 定 理 ， 
设 F 是 三 角形 4BE 的 中 线 EM 上 一 点 ， 用 直线 分 别 连 结 F 
和 顶点 4 , 妃 ， 如 果 这 些 直 线 与 三 角形 的 边 交 于 点 C 和 忆 , 则 
直线 CDP 平行 于 AB (图 122Cb) 说 明和 如果 三 角 形 4B 是 等 
组 的， 就 是 这 种 情形 )。 

5.(a) 在 平面 上 选取 一 点 E， 它 不 在 查 线 1 或 1 上, 作 
五 到 上 上 的 点 4 和 8 的 连 线 . 设 D 和 CC 分别 是 EA4 和 EB 同 
直线 六 的 交点 ， 莽 设 正 是 直线 4C 和 BD 的 交点 [图 123(a)]， 
坦 直线 EF 平分 线段 A4B (参看 问题 2 )。 

(hb) 在 1 上 选取 两 点 4 和 B， 找 出 线段 4B 的 中 点 G 


图 123 
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《参看 (a))。 设 B 是 直线 AM 上 一 点 ， 互 是 直线 EG 和 BM 
的 交点 ， 是 并 AH 和 BE 的 交点 [图 123Cb)],。 则 MN 
就 是 所 要 的 平行 于 1 的 直线 (参看 问题 2 的 解 后 面 的 注释 )。 

(为 了 找 出 48 的 中 点 和 作 平 行 于 i 的 直线 , 在 作 上 面 的 
图 时 ， 用 同一 个 三 角形 ABE 比较 方便 。) 

4。 〈a) 用 一 个 适当 的 平行 射影 ， 可 以 将 三 角形 ABC 
映射 到 平面 工 ' 的 等 边 三 角形 A’B’'C’' 上; 根据 平行 射影 的 
性 质 C， 这 个 映射 将 把 点 M,N ,P 变 成 点 M',N',P“， 使 得 
A’M’/M’‘B’= BN’/N’C’ = CP’'/P’'A' (图 124)， 把 
俯 4’B'C'’ 绕 它 的 中 心 旋转 120" 角 , 边 4/B' ,BC C24/ 傅 
次 变 为 边 B'C',C'A’,A’B’， 而 点 M',N',P' 则 依次 变 为 
点 和 以’,P',M’。 因 此， 这 个 旋转 将 依 M'N’'P’ 变 成 它 自身 ， 
而 这 说 明 ANM'N'P' 也 是 一 个 等 边 三 角形 ， 且 它 的 中 心 与 
八 A'B’'C' 的 中 心 重合 。 换血 话说 ， 八 M'N’'P' 的 中 线 的 交 
点 和 和 八 4’B’C’ 的 中 线 的 交点 重合 。 由 于 平 行 射 影 将 三 角形 
的 中 线 变 成 它 的 象 三 角形 的 中 线 ， 八 MNP 的 中 线 的 交点 也 
和 和 人 4BC 的 中 线 的 交点 重合 1 ， 

(b) 可 以 用 类 似 于 (a) 的 解法 证 明 。 

5。 如 果 三 角形 4BC 是 等 边区 ， 则 显然 所 更 找 的 点 
M 到 人 4BC 的 边 应 当 等 距离 ; 即 M 必 须 是 人 ABC 的 内 切 加 
的 中 心 ， 或 者 说 ， M 是 人 A4BC 的 中 线 的 交点 。 由 此 可 以 推 

(DD 等 边 三 角形 的 中 心 与 它 的 角 平 分 线 的 交点 〈 内 切 圆 中 心 )， 它 的 边 的 熏 
直 平 分 线 的 交点 (外 接 圆 中 心 )， 以 及 它 的 高 线 的 交点 ( 垂 心 )， 最 后 还 有 它 的 
中 线 的 交点 ( 形 心 ) 互 相 重 合 。 然 而 ， 从 和 八 4'B'C! 的 角 平 分 线 交 点 与 人 M7N7P7 
的 角 平 分 线 交 点 重合 ， 当 然 并 不 能 推出 对 于 三 角形 4BC 和 MMNP 有 类 似 的 
结果 《一 般 地 说 ， 平 行 射影 不 将 角 平 分 线 变 成 角 平 分 线 )， 也 不 能 断 定 三 角形 
4BC 和 ANP 的 高 线 交点 相同 ,或 它们 的 外 接 贺 中心 重合 。 所 能 够 肯定 的 只 是 


这 些 三 角形 的 中 线 的 交点 重合 ， 因 为 平行 射影 将 三 角形 的 中 线 变 成 象 三 角形 的 
中 线 。 
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出 ， 对 任意 三 角形 
4BC， 所 要 找 的 点 
M 必 定 与 它 的 中 线 
的 交点 重合 (参看 
附 于 问题 4(a) 的 解 
答 后 面 的 脚注 )。 

6。 如 果 ABC 
是 一 个 等 边 三 角形 
《图 125) , 则 三 角形 
ABC 和 4:BsC。 的 边 平 行 《 汶 什么 1 )， 即 这 些 三 角形 是 中 心 
相似 的 (参看 《几何 变换 》 第 二 册 )。 由 此 可 以 推 出 在 一 般 
情形 下 ， 三 角形 4BC 和 4,B。Cs 中 心 相 似 中 ， 所 以 是 相似 
的 。 


图 124 


7。 对 于 竺 边 三 角形 这 个 定理 显然 成 立 。 由 此 推出 对 任 
意 三 角形 定理 同样 成 立 〈 例 如 ， 参 看 问题 1 的 解答 )。 


也 注意， 平行 射影 保持 图 形 的 中 心 相似 关系 ， 但 不 一 定 保 持 图 形 的 相似 
关系 ， 这 就 是 我 们 在 证 明 时 所 以 要 “ 绕 弯 ”的 原因 . 
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8。 只 需 对 等 边 三 角形 A4’B8’'C' 证 明 我 们 的 结论 就 通 
了 (参看 问题 ] 和 4 的 解 )、 由 于 A’N5;=A’C’/3 和 A’Rs 
= AB’/3 看 图 126), 直线 C Ri 和 2B’Ns 关于 八 A’B’C” 
的 对 称 轴 A’P’ 对称， 所 以 这 两 条 直线 的 交点 XX' 在 A’P’ 
上 。 类 似 地 ， 从 8'R,=B’A’/3 和 C’Ni=C’A//3， 可 以 
断定 直线 BN; 和 Cs 的 交点 六 1 也 在 4’P’ 上 。 因此 ， 
我 们 的 大 边 形 的 对 角 线 半 ^Xi 与 和 八 A4’B'C’ 的 对 称 轴 A’P’ 
重合 。 用 同样 的 方法 可 以 证 明 ， 这 个 六 边 形 的 对 角 线 Y/Y， 
和 和 Z1 与 等 边 三 角形 47rB7C7 的 另外 两 条 对 称 轴 重 合 。 
这 就 说 明 上面 的 三 条 对 角 线 必 定 交 于 一 点 一 一 等 边 三 角形 的 
中 心 。 由 此 推出 ， 在 人 ABC 中 对 角 线 XXiYyi2Z2 交 于 
一 点 。 
注 “我 们 的 解答 证 明了 站 线 X,YY ,ZZ 是 八 A4BC 的 
9, (5) 根据 举行 对 影 的 性 质 C 各 D 以 及 第 一 交 ， $1 中 的 
定理 1, 只 要 对 等 边 三 角形 A’B’'C’ 证 明 我 们 的 结果 就 可 以 了 
(图 127(a) ;参看 问题 1 和 4 的 解答 )。 设 p 表示 线段 B'M' 
和 有 A’Mi 的 大 小 ,rr 是 4’P' 和 C’'Pi 的 大 小 ,9 是 C'N’ 和 
B“ Ni 的 大 小 ， 而 4 则 表示 等 边 三 角形 4B'C’ 的 边 的 大 
小 ; 和信 XYZ 的 面积 用 sxrz 表 示 。 则 有 


qhararecr — SM/N/p’ = pm’ + Sp My N/ +Sc,Nrpr 


= -sin60* [LrCa—p)+p(la—g) t+ala—r)] 


| 一 


= 了 sina60 [a(p+gqg+r) ~— (pg + qr +rp),j， 
以 及 / 
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a i I a me 


Sas ps Cr 一 Su’N’p’ = O04 PiM’ + Da MTN + Ocrw’p’ 


= ein60° [Ca rjp+(a-p)q+(a- Or] 


= sin60" [Lap 十 好 十 r) 一 (pq 二 9g7 十 rp7 ]。 
因此 


SSM,Nsp, = OM’N’p’, 


图 127 


(?) 正如 (a) 中 的 一 样 ， 只 需 对 等 边 三 角形 4'B'C' 证 
明 这 个 结论 就 够 了 [图 127(b)]。 由 于 M'MI 1/ BC ,NON 
VC’A’,P'Pi A’B’， 可 以 推出 

A’M’=A’M’i, B’N’=B'N’;, C’P’=0C’P’, 
将 人 4A’B'C’ 绕 它 的 中 心 反 时 针 方 向 旋转 120° 角 。 这 个 旋转 
把 人 4A’B’C’ 变 到 它 自身 ， 拓 且 根据 上 面 的 等 式 , 它 把 
AgaNiP 变 成 AMINIPI， 后 者 的 顶点 与 人 MN’'P' 的 
项 所 关于 A4'B'C 的 适当 的 边 的 中 点 是 对 称 的 。 从 这 个 事 
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实 和 上 面部 分 (a) 中 已 经 证 明 的 结果 ， 可 以 推出 
OM'N’ PY = OMN/p: ， 
所 以 


Ou’ N1 P1 一 DMyN/ Pr 


象 在 Ca? 的 解答 中 那样 ， 通 过 直接 计算 不 难 证 明 三 角形 
AM'N'P' 和 MINP; 的 面积 相等 。 

“10. 这 个 解答 类 似 于 问题 9(a) 的 解答 ,请 读者 自 已 证 
咎 。 


图 128(a) 


11.(a) 设 4BC 是 等 边 三 角形 。 考 虑 图 128(a)。 对 三 和 角 
形 AMR,BMS,CMT 应 用 正 驴 定 和 (并 注意 到 4=2/3X 
入 4BC 的 中 线 )， 我 们 有 


d _ sin C 。 d sin 有 Bb, 
MR “sin150° 2 no, MS una0 ”2° 
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d _ siny 
MT “sin30° ~ 42Y, 


所 以 有 
,, ， 1 ， 
MR + RF 二 了 (sin CC+sin 有) 和 Wy = 了 si y, 
显然 帆 ，a= 120"-y》，p8=7?7 一 60"。 所 以 


sin G+ sin b=sin(120° ~ y) +sinCy— 60°) 
= sin(120° ~ y) — sin(120° + 7y) 
= —2¢C08120" siny= siny; 
即 对 于 等 边 三 角形 ABC, 我 们 有 1/MR+1/MS=1/MT. 
为 了 说 明 这 个 关系 式 对 任意 三 角形 4BC 成 立 ， 大 家 注 
意 它 等 价 于 关系 式 MT/MR 
+MT/MS=1, 而且 用 适 
当 的 平行 射影 和 相似 变换 ， 
总 可 以 将 等 边 三 角形 变 成 任 
总 一 个 三 角形 4BC. 
用 类 似 的 理由 可 以 证 
明 ， 假 若 我 们 〈 艾 如 说 ) 以 
中 线 4D 的 中 点 彤 代替 NM ， 
则 刚才 建立 的 关系 式 将 变 成 
类 似 的 一 个 关系 式 ， 即 以 
2/NX,1/NY ,1/NZ (X 表 
“ 示 三 个 点 R,S, 人 中 在 A4BC 的 边 BC 上 的 点 ，Y 和 2Z 表 示 
其 中 的 男 外 两 点 ) 分 别 代替 1/MX ,1I/MY ,1/MZ 所 得 到 的 


图 128(b) 


中 要 使 这 个 问题 的 解答 与 图 形 无 关 ， 必 须 引进 有 向 角 〔 参 辕 《 几 如 变换 》 
第 一 期 ， 第 二 章 ， 1 的 注 )。 
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式 子 。 
(b)》 设 平行 四 边 形 MNPQ 是 一 个 单位 正方 形 [图 
128(b)]。 则 在 三 角形 MRN ,MSQ,MTOQ 中 有 


MR = sin a, Hf = cos a, 


1 sinK135 一 CQ 一 。 o 
MT ~ i 2 sin(135" ~ a) 2, 


去 


旬 于 


sin(135" ~ a) = sin(45" +0) = sin 45°cos a + cos45"sinag 


1 . 
= 二 村 (si & + cos a), 


TF = V2 | ji Gt cos o)| =sina+t+cosa 


-1 ,1 
= MR + MS 
即 对 于 正方 形 MNPQ 有 


1 1 1. 
MR T MS MT 


为 了 说 明 这 个 关系 式 对 于 任意 平行 四 边 形成 立 ， 大 家 注 
意 这 个 式 子 等 价 于 关 系 式 MT/MR+MT/MS=1, 而 且 用 
一 个 适当 的 平行 射影 总 可 以 将 任意 平行 四 边 形 4BCD 变 成 
正方 形 (为 此 ， 只 要 将 人 4BC 变 成 等 腰 直 角 三 角形 即 可 )。 


中 同上 页 的 注 。 
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图 129 


12. 这 个 问题 和 下 列 问题 等 价 ， 在 给 定 的 三 角形 4BC 
中 ， 内 接 一 个 给 定 面积 为 a 的 平行 四 边 形 4KPQ， 使 得 它 各 
和信 ABC 有 一 个 公共 的 顶点 4 ， 而 其 余 的 项 点 则 分 别 在 三 角 
形 的 边 AC ,BC ;AB 上 。 这 一 点 不 难 从 图 129(a) 看 出 来 ， 在 
这 个 图 形 中 可 以 看 到 平行 四 边 形 ARPQ 和 入 形 MNPQ 的 面 
积 相等 《由 于 它们 有 相同 的 底 PQ 和 高 CQAM)。 换 句 话 说 ， 假 
若 我 们 能 能 作出 平行 四 边 形 4RPQ@, 也 就 能 作出 第 形 
MNPOQ, 

如 果 一 个 平行 射影 将 平面 7 上 的 八 A4BC 映射 为 平面 x 
上 的 三 角形 A4’B8’C’， 则 夫 接 于 和 俯 A4B8C 的 平行 四 边 形 4RPQ 
映射 为 内 接 于 入 A4’B’'C’ 的 平行 四 边 形 4’R’P’Q’。( 这 就 是 
为 什么 我 们 要 将 作乱 形 MN PQ 的 问题 转化 成 作 平 行 四边 形 
ARPOQ 的 原因 : 平行 射影 一 般 不 将 征 形 变 成 矩形 ， 这 就 使 得 
我 们 难于 用 平行 射影 来 解决 原来 的 问题 .) 假设 那 个 内 接 平 
行 四 边 形 ARKPQ 已 经 作出 来 。 用 一 个 适当 的 平行 射影 
和信 ABC 映射 到 等 腰 覃 角 三 角形 4’B’'C’ 上 [图 129(b)]。 我 
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们 可 以 假定 三 角形 4BC 和 4A’B'C' 有 相同 的 面积 (通过 对 
入 4ABC 的 象 作 一 个 适当 的 相似 变换 总 能 做 到 这 一 点 )， 则 在 
行 四 边 形 4RPO 和 A’R’'P'Q’ (当然 ， 后 者 是 一 个 拨 形 ) 也 
有 相同 的 面积 c。 如 果 4 是 人 A4BC 的 面积 ， 则 等 豚 丰 角 三 角 
形 BR’P’ 和 C’P'Q’ 的 面积 之 和 是 So0。 由 于 
可 以 推出 

RP +Q/P’?=2(S -0), 
双 由 于 R'P'?+ QP 二 是 系 形 A’R'P'Q' 的 对 角 线 A'P' 的 
平方 ， 即 得 4P'/ =w2(S- 5c) ， 

这 个 分 析 提 供 了 作 秆 形 MNPC 的 方法 ， 作 一 个 等 腰 直 
角 三 角形 A'B’C’， 共 面积 5S 等 于 给 定 三 角形 ABC 的 面积 
(AA'B'C'’' 的 边 A’'B' 等 于 和信 ABC 的 底 和 高 的 几何 平均 )。 
然后 在 妊 边 B'C' 上 选取 一 点 P' ,使 得 4’'P’ =w2(S-0)， 
最 后 ， 将 给 定 A4BC 的 边 BC 分 成 比 BP/PC=B’P’/P’'C? 
《 焉 行 射影 的 性 质 C)。 则 算 形 MNPQ( 顶 点 Q 在 边 AC 上 ， 
而 顶点 MM 和 NN 在 边 4B8 上 ) 就 是 所 要 的 那 种 矩形 . 

这 个 问题 可 以 有 两 个 解 ， 一 个 解 或 无 解 。 

15， 设 了 是 正文 中 国 13 所 在 的 平面 .可 以 肯定 ,能 够 用 一 
个 平行 射影 将 工 映 射 到 平面 Xx’ 上， 使 得 图 13 中 的 角 AMN 
和 ARS 恋 成 符 角 A’M'N’ 和 A’R'S'， 并 使 得 RA’M! 
是 直角 。 实 际 上 ， 为 了 使 得 作为 象 的 三 角形 A’M’'N’ 和 
A’R’'S’( 它 们 有 公共 角 A') 相 似 ( 即 为 了 A’'M’'N'= 
二 A’R’'S、、 只 需要 它们 的 边 成 比例 

: A’M’ A’R’ 


《*) 7 = ATS 
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得 于 此 
是 已 知 的 ， 充 分 条 件 (# ?等 价 于 

A’M’ A’R’ 四 A’M’ ‘8 

BA7R” -aA7Mr” 或 A7R7 -| 
根据 定理 1 ， 我 们 可 以 将 A4NMR 射影 到 三 角形 A’M’R’， 
使 得 A’M'/A’R’' = wh/a， 振 使 得 角 R'A’M' 是 直角 .这 
就 证 明了 十 面 的 论断 。 由 此 我 们 可 以 得 到 图 130, 在 其 中 只 需 
要 证 明 M'N’ 和 R’S' 的 交点 了 在 直线 P’Q’ 上 。 下 面 我 们 就 
来 证 明 这 一 点。 

从 三 角形 MM'S’T’ 和 RN’T 的 相似 性 (它们 有 等 角 ) 可 

知 M'T/JR'T=M’S’/R'N’, 设 U 和 V 是 从 T 到 P'M’ 和 
P’R’ 的 算 线 的 惟 足 ， 则 从 三 角形 TUM’ 和 TVR’ 的 相似 性 
(在 这 两 个 直角 三 角形 中 ，ZTM’'U =90° ~ 人 TM'S' =90* 
- ATR'N' = ATR'V)， 可 以 推出 TUJTV = M’'TJR’'T, 
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因此 
了 LA 
TV™ RT™T RN’ OQ’C’® 
从 而 TU/TV =Q’B’/Q’C’， 这 就 证 明了 全 在 直线 P'Q 上 。 

14. 设 P,Q,R 分 别 是 A4C,BD,EF 的 中 点 (图 131)。 以 
A 为 中 心 和 2 为 系数 的 中 心 相似 ， 将 了 ,8,K 映射 到 C,5,T 
(ABSD 和 4FTE 是 平行 四 边 形 )。 因 此 ， 要 证 明了 ,Q,R 共 
线 ， 只 需 证 明 C,S,T 共 线 ， 或 等 价 地 ， 攻 线 TS 经 过 ED 和 
BF 的 交点 C 。 后 面 这 一 点 是 问题 13 的 下 接 推论， 实际 上 ， 
注意 在 图 131 中 的 ADXE,XTYS,YFAB 都 是 平行 四 边 形 ， 
它们 的 边 有 相同 的 方向 ， 莽 且 A 人 4 的 每 一 条 边 是 这 些 平 
行 四 边 形 中 某 一 个 的 对 角 线 。 从 而 它们 的 男 一 条 对 角 线 ED， 
TS ,BF 也 共 点 ，。 

15.《a》 显 然 ， 只 需 考 虑 ABCD 是 单位 正方 形 的 情形 就 
够 了 。 (参看 问题 11(b) 的 解 ) 。 由 站 线 4Al,BB,CC1,DD; 
构成 的 四 边 形 4.BsCsD。( 看 图 1327 是 一 个 正方 形 ; 这 是 因 
为 ， 如 果 绕 正方 形 4BCD 的 中 心 旋转 90 ， 这 个 图 形变 成 它 
自身 ， 所 以 A,B,C,Ds 是 正四 边 形 . 《顺便 指出 ， 由 此 可 以 看 
到 ， 如 果 ABCD 是 平行 四 边 形 ， 则 APsasD。 也 是 平行 四 边 
形 .) 直角 三 角形 4ABB, 和 4BA, 是 相似 的 ， 共 相似 系数 等 
于 它们 的 和 娃 边 之 上 比 : 

BB It /i)’ VI 
AB ] 3 * 
由 于 


和 mn 4 四 


:我 们 有 


所 以 


S 4s BaC2 D2 = SA4BCD 一 AhB4， 一 DacB， 一 Depc， 一 dpaAD, 


l2 1 


= 4pcp— 45 AB A, =1]~ 13 一 13° 
.其 


hsBacaDa 1 
DaBcD ] 3” 


图 132 图 133 
《hb) 第 一 种 解法 。 只 要 考虑 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 ABC 
就 够 了 。 三 角形 4,B,C,《 由 直线 44,,BBi,CCi 构成 ?是 等 边 
的 ， 因 为 A4BC 线 它 的 中 心 旋转 120 "以 后 ，A4:B.C，。 变 成 
它 自身 ， 对 于 等 边 的 A4BC， 三 角形 CB1C, 和 CAC1( 看 医 
133， 那 是 根据 本 题 的 第 二 种 解法 所 画 的 ) 相 似 ， 相 似 系数 为 


= CB 1/3 1/3 
CC VCKET 天 CO ~ VCA?- ‘AK? + KC2 


=- 1 
V1- /D+ (6 V7° 


s 1 
本 ScAaci= 人 4Bc， 有 


上 . ] 
OocBics 一 了 9 ABC * k? 一 21 4BC, 
所 以 
SABCs = SABC ~ Scaci ~ OABA1™ VBCB, 
tOcBics tO aciAs + OBAIB: 


=apc--3o9cac ,十 39csics 
1 1 ~ 1 
=0hApc—3. 54Bpct+3 ， 7T” 4Bec = 了 9548c， 


名 


第 二 种 解法 。 只 要 考虑 等 边 三 角形 4BL 就 能 了 。 正 姬 
第 一 种 解法 中 所 证 明 的 ， 由 直线 A4,,BB,,CC, 所 构成 的 三 
角形 A。B,C, 是 等 边 的 。 设 8 是 人 A4BC 的 外 接 圆 。 命 闻 是 总 
与 44, 的 交点 (图 133)。 从 等 式 人 BMA= ~ 人 BC4( 它 们 对 着 
同一 个 圆 弧 ) 可 以 推出 和 人 BMB,。 也 是 等 边 的 (人 BMB,= 
BB,M= 60°), 芽 且 BMJCC, 又 从 BM=BB, 和 BB, 
=CC,( 信 BB,Al 圭 和信 CC,B1) 可 以 推出 BM =C,C， 所 以 四 边 
形 BMCC, 是 平行 四 边 形 。 经 过 点 2a 作 MA 的 平行 线 ， 设 
六 是 它 同 直线 BC 的 交点 。 出 于 和 人 CCN 宇和 人 BMA,， 有 PBA, 
=NC。 由 此 , 埋 根 据 BA = BC/3 ,我们 可 以 断定 BA = A1N 
=NC。 从 等 式 BA,=AIN 可 以 推出 8B,= B,C。，， 最 后 得 到 
ABB,M=A 人 4,B,C.,. 

现在 不 难 计 算 八 4.8,C, 的 面积 。 实 际 上 ， 设 BaD 是 平 
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行 四 边 形 BMCC, 的 中 线 ， 则 
1 1 


S psBM = 2 Sp,BMD 一 4 Oc,BMC, 


由 于 Spcsc = 93Bpxccsa/2， 我 们 有 


1 
O 42B2Ca 一 DO BBM acac。 
然而 
SABC = SBcc， 十 OOcA4， 十 S ABB, 十 S 4sB2C, 
= 30pccs + Oa,B802 = 7O 42D2C2 
因此 


© 4A,B2Cs 一 TABc。 


这 就 是 所 要 证 的 结论 ， 

注 “ 大 家 可 以 看 到 ， 在 等 边 三 角形 中 成 立 的 关系 式 BB， 
= B,C,, CC,=C,A,, AA, = A,B,, 在 任 遍 三 角形 ABC 中 
也 必定 成 江 。 
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编者 附注 ， 当 8. 苹 登 (Cordon) 数 授 了 阅读 这 份 原 稿 时 ， 
对 问题 15 的 (a) 和 (b)? 提 出 了 下 面 的 解法 

在 186 页 的 图 中 , “外 面 的 ?每 一 个 小 块 公 等 于 用 相同 闵 
码 标 出 的 “内 部 的 ” 带 朋 影 的 小 沁 。 在 第 一 个 图 形 中 ， 非 
人 阴影 部 分 的 面积 显然 是 平行 四 边 形 .多 的 面积 的 13 佬 ， 而 在 第 
二 个 图 形 中 ， 非 阴影 部 分 的 面积 则 是 三 角形 .的 面积 的 7 
售 ，。 

16. 在 中 学 的 几何 课程 中 ， 和 过 经 证 明 三 角形 的 三 条 中 
线 、 三 条 高 线 和 三 条 角 平 分 线 和 者 构成 共 点 的 三 线 组 ， 

如 果 我 们 能 够 用 一 个 平行 射影 将 人 4BC 的 平面 映射 到 
另 一 个 平面 上 ， 使 得 直线 4N,BP,CM 变 成 人 A4BC 的 象 三 
角形 A’B8’C'’ 的 三 条 中 线 ， 或 三 条 角 平 分 线 ， 或 三 条 高 线 ， 
多 我 们 的 问题 也 就 解决 了 。 显 然 ， 除 非 直 线 AN,BP,CM 本 
身 是 八 ABC 的 中 线 ， 它 们 不 能 用 平行 射影 映射 到 -- 个 三 角 
形 的 中 线 上。 再 有 ， 并 不 是 总 可 能 将 直线 AN,BP,CM 有 射 
到 三 角形 的 角 平 分 线 上 的 : 。 所 以 剩 下 来 就 是 想 把 直线 4N， 
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图 134 
QD 可 以 证 明 ( 我 们 希望 读者 争取 给 册 这 个 证 明 ! )， 经 过 三 角形 43C 的 项 
点 ， 并 交 于 它 的 一 个 内 点 0 的 三 条 直线 4N,BP,CM， 可 以 用 平行 射影 映 对 到 一 
个 三 角形 4 30 的 角 平 分 线 4'N’,BP’',CG’M* 上 的 充分 必要 条 件 赴 ， 点 0 在 
其 边 为 A448BC 的 中 位 线 的 小 三 角形 内 部 ， 
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BP 和 CM 用 平行 射影 映射 到 一 个 三 角形 的 高 线 上 ， 
我 们 来 证 明 ; 如 果 4’N’,，B’P’, CM 是 三 角形 
A’B’C'’ 的 高 线 [ 图 134Ca)]， 则 
A’M’ B’N’ CIP 


MB 六 CA = 


实际 上 ， 从 直角 三 角形 4’N’C’ 和 BP’'C’ 的 相似 性 可 以 推 
出 C'P'/N’C’ =a/b， 共 中 a=B’'C ,b=A’C'。 用 类 似 的 
方法 可 以 证 明 B'N’/M’B’ = c/a, A’M’/P’A’=b/c， 其 
中 c= A’B8’。 由 这 三 个 等 式 可 以 推出 

A’M’ BN’ C’P’ AM BN’ C’P’ 


Er 


MB” * NrG’ “PrA’® PrAT” “MB “N’C? 


N 


现在 作 三 角形 4' B'C' ， 使 得 它 的 高 线 的 恒 足 NM 
P' 分 三 角形 的 边 为 给 定 比 

4'M' _AM BN’_BN C’P’_CP 

AM 有” AND， N’C’™ NC? P’A’ PA°: 
再 分 任意 线段 BC’' 成 比 BN’/N’C’=BN/NC, 在 点 NN' 
作 B'C'’ 的 稚 线 ,随后 分 线段 C'N' 成 比 C'Q/QN’' =CP/ 
P4， 芽 在 点 @ 作 CB8’ 的 慌 线 [图 134(b)]， 设 以 线段 CB’ 
为 直径 的 个 圆 与 这 垂 线 的 交点 是 P/ ， 工 设 4 是 直线 C PP 
同 C/B' 在 六 :的 垂 线 的 交点 。 我 们 说 人 ABC 就 是 所 要 的 
三 角形 。 实 际 上 ，A’N’ 和 B’P’' 是 这 个 三 角形 的 两 条 高 线 ， 
设 C'M’ 是 它 的 第 三 条 高 线 。 由 于 BN’/N’C’=BN/NC 
各 CP’/P’A’ =CQ/QON’ = CP/P4， 和 天 由 于 
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4M BIN CPP 4M BN CP 
MB” “NC “PA’™I MB ‘NC PA 


所 以 有 A’M’/M’B’ = AMJ/MB., 

现在 我 们 用 一 个 平行 射影 将 人 ABC 吴 射 到 和 人 A B'C' 
相似 的 一 个 三 角形 。 从 平行 射影 的 性 质 C， 点 N,P,AM 映射 
到 入 ABC 的 象 的 高 线 的 垂 足 上 ,而 站 线 AN,BP,CM 则 映 
射 到 它 的 高 线 上 ， 由 于 三 角形 的 高 线 共 点 ,着 线 AN, BP， 
CM 也 共 点 。 

注 “现在 我 们 不 难 证 明 如 下 的 逆 命 题 : 假若 经 过 三 角形 
ABC 的 项 点 的 三 条 直线 共 点 ， 则 这 些 直 线 同 人 4BC 的 边 的 
交 反 人 二 ,分 各 自 所 在 边 的 比 适 合 

”4M BN CP 
MB * NC' PA 
实际 上 ， 假 定 Pi 是 边 AC 上 的 一 个 点 ， 使 得 


AM BN CP, _ 
MB “NCPA™!; 


点 。 但 是 这 只 有 当 BP, 和 BP 重合 ， 即 PI 和 P 了 重合 时 地 可 
能 。 

这 样 一 来 ， 我 们 得 到 有 时 也 时 做 塞 瓦 定 理 的 下 述 定 理 : 
设 几 了 分别 是 AH4BC 的 各 边 上 的 点 (但 不 在 它们 的 延长 
误 上 ! )。 则 直线 4NV DB, 好 共 点 的 充分 必要 条 件 是 


AM BN CP 
MB NE PA. 
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17。 (a) 设 0 是 直线 和 i 的 交点 将 图 24(a) 的 在 
面世 射影 到 平面 亏 " 上， 使 得 PQ 是 平面 的 特殊 演 线 。 为 
此 ， 只 需 经 过 QP 任意 作 一 个 不 同 于 工 的 平面 X11 ， 并 从 zo 
的 一 个 点 0 将 元 射 影 到 平行 于 Tz 的 平面 到 上 ; 参看 图 135 
(a)。 则 图 24(a) 《在 平面 立 上 )》 变 成 图 135(b) (在 平面 元 / 
上 )7， 莽 且 丰 线 AC 和 BD 的 交点 村 的 轨迹 变 成 直线 p ，p* 
与 1 和 4 平行 且 等 距离 。 从 中 心 射影 的 性 质 A 可 以 推出 点 
好 的 轨迹 是 一 直线 ， 

如 果 Vi。， 通 过 平面 到 平面 上 的 射影 ,使 得 经 
过 了 点 与 和 i 平行 的 直线 是 的 特殊 站 线 ， 我 们 出 得 到 
区 135Cb)， 

从 中 心 射 影 的 性 质 B 立即 可 以 知道 ， 如 果 红 与 交 于 
一 点 Q， 则 p 经 过 Q 如 果 刀 Yl， 则 Pp 与 和 i 平行 


图 135 


如 有 果 了 1 是 直线 PO 上 的 任意 一 点 ， 则 在 上 波 射 影 下 交 
于 六 的 直线 变 成 平行 线 ， 并 且 直 线 4C, 和 了 ID， 的 交点 
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MM 的 轨迹 变 成 直线 p/。 从 而 可 以 推出 点 Mi 的 轨迹 与 了 重 
合 。《 类 似 地 ， 如 果 员 fi, 县 因此 PP， 则 了 和 Pi 确 汪 
同一 乞 下 线 D。) 

《b) 将 国 24(0b7 的 平面 艺 射 影 到 平面 并 上 ， 使 得 直线 9 
是 下 的 湾 殊 直线 。 则 直线 UA 和 UB,， VA 和 VB 几 变 成 平 
行 直 线 ( 图 136); 直线 MAN 变 成 平行 四 边 形 MA’N’B’ 的 
对 角 线 MN’， 且 在 Q' 平分 第 二 条 对 角 线 A4’B’'。 因 此 ,对 
于 U 和 VY 的 每 种 选取 ， 直 线 MN 变 成 与 直线 A’B’ 交 于 问 
一 点 @ 的 直线 MN’， 从 而 推出 所 有 的 下 线 MN 交 4 于 
同一 个 点 @。 

现在 设 9i 是 
另 一 条 直线 ， 它 与 
AB 交 于 点 P。 在 
上 述 射 影 下 ， 91 变 
成 与 4'B’ 平行 的 
直线 ga 四边形 
ABCLIV, 变 成 梯形 
A'B'U'V' ， 而 直 
线 MiNi 则 变 成 直 
线 MiNi ， 它 是 这 图 136 
个 梯形 的 对 角 线 的 
交点 和 对 边 交 点 的 连 线 ( 图 1367。 但 是 在 那 时 MiN' 与 梯形 
的 底 4 号 交 于 它 的 中 点 8' (参看 8$1 问 题 2)。 这 就 推出 问 
题 中 的 第 二 个 结 诊 。 

18. 〈a) 经 过 点 好 作 一 对 直线 分 别 交 总 和 尹 于 点 4,C 
和 了 总 , 忆 ( 图 137)。 其 次 ， 经 过 直线 4D 和 BC 的 交点 书 作 一- 
亲本 线 ， 它 同和 i 的 交点 分 别 以 KK 和 上 虐 表 示 。 从 问题 17 
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5 和 1 . 


的 定理 可 以 推出 ，4L 和 DK 的 交点 与 总 的 连 线 t 经 过 和 
l, 的 交友。 


图 137 


注 1] 注意 下 面 这 一 点 是 有 意思 的 :如果 (这 只 
它们 的 交点 在 不 存在 的 意义 下 是 不 可 达 的 ), 虽 我 们 的 构图 归 
结 成 问题 3 (p) 的 构图 ; 即 经 过 给 定点 必 只 用 让 尺 作 一 条 让 
线 平行 于 给 定 的 两 条 平行 让 线 。 这 不 是 一 个 巧合 ， 而 是 中 心 
射影 的 性 质 的 一 个 推论 , 它 使 得 我 们 可 以 将 问题 3 (5) 看 成 问 
题 18(a) 的 一 种 特殊 情形 〈 参 看 第 46 页 及 共 后 诸 页 )。 还 有 ， 
在 问题 18(b 一 人 d) 中 的 图 给 出 了 了 只 用 让 改作 平行 线 的 方法 。 
我 们 建议 读者 委 取 作出 这 些 图 

注 2 问题 18(a) 的 、 及 问题 17(a) 中 的 定理 为 基础 的 上 
述 解 法 ,不 是 唯一 可 能 的 解法 .根据 问题 17C(b) 中 的 定理 的 一 
个 解法 ， 示 意 在 图 138(a) 中 。 《在 这 里 下 线 i。 和 MN 与 直线 
li 交 于 同一 个 护 ; 雪线 旁边 的 数字 表示 作 图 的 次 序 。) 图 138 
(pb) 表 示 以 问题 22 中 的 定理 为 基础 的 一 种 解法 。( 三 角形 
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ABM 和 A,B1M, 是 透视 的 。 附 带 提 一 下 ， 由 于 在 图 137 中 的 
三 角形 CDK 和 B4 是 透视 的 ， 我 们 的 第 一 种 作 图 方 法 也 
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可 以 用 德 札 尔格 定理 证 明 .) 图 138(c) 表 示 以 问题 28(a) 的 定 
理 为 基础 的 一 种 作 图 方法 (大 边 形 ABCDEF 的 顶点 依次 交 
替 地 在 直线 mi 和 fn 上 )。 这 个 作 图 方法 也 可 以 用 问题 28Cb)》 
中 的 定理 证 明 ( 太 边 形 AMDBNE 的 边 依 次 炎炎 地 经 过 后 
和 C)。 问 题 18(a) 还 有 其 它 的 解法 。 此 外 ， 上 面 指出 的 四 种 
作 图 方法 还 可 以 用 许多 不 同 的 方法 证 明 。 

甚 次， 下面 给 出 的 问题 18(b) 一 (4)》，19 ,20 的 解法 也 不 
是 唯一 可 能 的 解法 。 建 议 读 者 试 试 去 找 出 其 它 的 作 图 方法 。 

(b) 这 里 是 一 种 可 能 的 作 图 法 : 设 A4 和 8 是 mn 上 的 两 
点 ， 从 4 ,了 ,M 到 不 可 述 点 了 各 作 连 线 ( 参 看 部 分 (3) 的 解 
法 )。 设 C 和 DD 分 别 是 AP 与 BQ，4Q 与 BP 的 交点 ， 工 设 
和 下 分 别 是 MQ 和 MP 与 CD 的 灾 点 (图 139)。 作 上 到 P 
和 下 到 的 连 线 , 设 入 是 了 8 与 EP 的 交点 ,从 问题 17(3) 中 
的 定理 可 以 推出 直线 MN ,PQ,m 交 于 同一 点 头 。( 在 图 139 
中 ，C 和 D，E 和 
是 同一 区 线 上 的 
两 对 点 。) 

《c) 下 面 是 一 
种 可 能 的 作 图 方 
法 : 设 直 线 p1,p。 
和 4q1,4s 交 生 点 4， 图 139 
B,C ,也 (参看 图 140)。 (如 果 这 些 直 线 的 交点 不 在 这 个 作 攻 
问题 的 限制 范围 之 办， 我 们 可 以 用 经 过 点 了 和 Q 的 其 它 直 线 
来 代替 ， 参看 问题 18(a) .) 在 直线 AC 上 (或 在 与 BD 交 于 同 
一 点 三 的 任何 其 它 直 线 上 7) 选取 两 点 4, 和 Ci， 使 得 直线 AP 
和 C.D,AiD 和 C18B 交 于 问题 的 限定 范围 内 的 点 Pl 和 Q,， 
由 问题 17(b) 中 的 定理 ， 直 线 了 P01 经 过 直线 BD 和 PC 的 交 
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点 已 。 剩 下 只 要 作 下 到 不 可 达 点 了 的 连 线 (参看 问题 13(a)) 
就 可 以 了 。 


Ls、 


YB 六 天 
DSN 


7 SN SB 
-一 一 一 人 、 


图 140 图 141 
(d) 下 面 是 一 种 可 能 的 作 图 方法 ， 设 如 和 7 是 经 过 点 好 
的 两 条 任意 直线 (图 141)。 我 们 知道 如 何 作 经 过 不 可 达 点 4， 
B,C ,六 (人 筷 们 是 辣 和 电 与 和 和 二 的 安 点 ) 的 直线 《 同 题 


! 图 142 
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18(b))。 我 们 也 知道 如 何 作 4 到 C 和 妃 到 冯 的 连 线 ( 辣 题 
18 (c))。 现在， 作 % 到 4C 和 BD 的 安 点 己 的 过 线 《〈 门 题 
18(a)) . 设 MP 与 5 和 访 安 于 点 天 入 .由 问题 17(a) 中 的 定 
理 , 站 线 KC 和 NA 的 交点 ( 它 能 够 作出 来 ， 参 和 看 问题 18(b)， 
《c)) 在 所 要 的 这 线 上 。 

19。 下 面 是 一 种 可 能 的 作 图 方法 ， 经 过 4 点 作 商 条 不 通 
过 区 域 @ 的 直线 已 和 1， 经 过 已 点 作 两 条 起 线 交 训 和 六 于 
点 ,LL 和 和 M,N。 用 ! 表示 和 总线 ML( 图 142)， 基 次， 经 过 
4 点 再 作 两 条 直线 加 和 71， 它们 与 ! 交 于 点 型 和 忆 ， 设 
BI 和 8 让 与 1 和 7 分 别 交 于 四 和 入 .从 问题 17(b) 中 的 定 
理 可 以 推出 直线 KN 和 KN 的 交点 疮 在 直线 4DB 上 .重复 
这 个 过 程 ， 可 以 找到 直线 4B 上 在 区 域 8 右边 的 另 一 个 点 。 
这 两 个 点 使 得 我 们 可 以 越过 区 域 公 延长 直线 4 已 。 

20、 下 面 是 一 种 可 能 的 解法 ， 经 过 有 4 点 作 两 条 来 角 较 小 
和 的 直线 和 tt，B 点 要 在 这 个 角 的 内 部 。 注 意 ， 即 使 用 短 的 
直 尺 也 能 将 直线 段 延 上 长。 其次， 经 过 8B 点 作 两 条 直线 与 
T 和 1 分 别 交 于 所 kK,,K, 和 L,,L,, 设 P 是 KL 和 K,L, 的 
交点 。 然 后 从 点 作 车 干 条 这 线 ， 它 们 分 别 与 和 4, 交 于 
点 Ks,,K,,.. ,K, 和 也 ,了 (图 143) 。 


图 143 图 144 
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从 问题 17(a) 中 的 定理 ,可 以 推出 上 ,Ls 和 Ks 上, ,下 sL 和 

上 Ls,… 的 交点 在 下 线 AB 上 。 用 这 种 方法 可 以 作出 直线 AB 
a 它们 能 够 用 短 的 直 太 连接 起 求 。 

。 用 中 心 射 影 将 图 28(a)7 的 平面 工 了 映射 到 另 一 个 平面 

TX 了 使 得 7 是 不 的 特殊 直线。 如 此 ,直线 AM 和 BC ,BN 

和 AC，CL 和 有 AB 分别 变 成 平行 直线 A’M' 和 B8’C’ ,BN 

和 A’C’，C/L’ 和 有 A’B’， 而 直线 AS ,BT ,CR 则 分 别 恋 成 

A 的 中 线 A’5’,B’T’,C’R’( 风 144)， 后 洛 交 于 一 

点 P ,由 此 可 知 AS, BT ,CR 也 交 于 一 点 PP!， 


图 145 
QQ) 福 党 在 从 半 面 *# 到 平面 * 的 中 心 射影 下 ， 三 角形 4BC 不 一 定 变 成 三 
前 形 4B8’c*。 例 如， 如 果 直 线 了 穿 过 三 角形 内 部 ， 则 该 三 角形 的 象 肯 定 不 是 
三 角形 ， 在 中 心 射 影 下 三 角形 可 以 变 成 相当 复杂 前 图 形 ， 参看 图 20。 然 而 ,三 个 
点 4,B,C 仍然 变 成 三 个 点 4 和 BC ,并 且 连 接 4,B,C 中 两 个 点 的 直线 变 成 连 
接 4’,8B’,C 中 两 个 点 的 直线 ,说 在 一 个 射影 下 图 28(a) 变 成 图 144, 就 是 在 这 个 
塞 义 下 理解 的 ， 为 方便 计 ， 在 图 28(2) 和 图 144 中 我 们 没有 整个 地 描绘 会 直 线 48， 
… 和 直线 4/37", 3 …， 而 是 限于 画 出 这 些 直 线 上 的 其 个 线段 。 然 而 ， 这 
个 让 题 的 入 从 是 以 直线 朗 大庆 线 ( 仙 轴线 生 友 各 4 8B’) 为 基础 的 。 将 线 
段 48 变 成 线段 48 的 说 法 一 般 讲 是 不 对 的 。 这 个 附注 也 适用 于 后 面 许多 问 
题 的 解答 。 
此 外 ， 在 我 们 的 论证 中 运 有 其 它 更 加 根本 的 不 完善 的 地 方 。 图 144 中 的 点 
P“′ 有 可 能 在 平面 *” 的 特殊 直线 上 。 这 时 直线 45,8T,CR 不 交 于 一 点 而 是 互相 
平行 的 。 在 后 面 的 大 部 分 问题 中 都 可 以 发 现 这 种 不 完善 的 地 方 。 这 个 问题 我 们 
在 第 46 页 及 其 后 诸 页 作 了 讨论 。 
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(b) 用 中 心 射影 将 图 28(b) 的 平 面世 映射 到 另 一 个 平面 
T/ 上 ,使 得 RS 是 平面 7 的 特殊 直线 .在 上 我 们 及 人 
b 4 8， 天 MI 人 ACT 图 145(a)?]，、 现 在 用 盏 行 射 影 
人 入 4B'C' 上 映射 成 一 个 等 边 三 角形 4B*C*[ 图 145Cb)]， 这 
时 让 线 4 和 Br 相 区 在 八 A”B*C* 的 对 称 四 CD 
二 了 ， 而 直线 4 天 7 和 CM?Y 交 于 这 个 三 角形 的 对 称 轴 B*E 
上 。 由 此 可 以 推出 ， 直 线 A*K*,C”MY ,及 的 交点 Q” 是 
两 条 对 称 轴 的 交点 ， 即 三 角形 的 形 心 ;而 直线 L”*K”,K*M”， 
MYL" 是 三 角形 的 中 位 线 。 因 此 L”MY” BC7。 

从 在 行 射影 的 性 质 B 可 以 推出 LM’JB'C’,， 从 性 质 
B 还 可 以 推出 LM 和 BC 的 交点 工 也 在 平面 工 的 特殊 站 线 
上 ， 所 以 R,S ,7 共 线 。 

22。 首先 来 证 
戎 ,如果 过 线 A4,， 
BB ,CC 共 点 ， 则 
直线 BC 和 BiCi， 
CA 和 C4,,48 和 
A1B1 的 交点 了 ,0 ， 
RR 兴 线 。 为 此 ， 将 
图 29 的 平面 过 射 影 到 平 面 T/ 上 ,使 得 CR 是 的 特殊 直 
线 ， 干 是 三 中 心 射影 的 性 质 B,， 有 A’B’JIA1B1 和 A’C’JY 
AiC1。 从 C AYCiAi 可 推出 0’C’/O0’Ci =0’A’/0’Ah1， 
又 从 有 AB’fJA1Bi 可 推出 0’A'/JO0'’Ai1=0B’jJO0'’Bi， 所 
以 0’B’/0’Bi=0’C’/0’C1。 因 此 直线 B'C* 和 BiCi 平 
行 ， 从 而 BC 和 B.C 的 交点 己 落 在 区 的 特殊 直线 上 ， 即 点 


图 146 


QD 它们 在 对 直线 CD 的 反射 下 互相 变换 。 一 一 英 译 者 
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P,Q ,人 共 线 。 

坝 在 来 证 有 阴 上 述 论 断 的 送 。 为 此 将 图 29 的 平 而 工 射 影 
到 平面 XT 上 ， 使 得 包含 已 ,0O , 尺 的 直线 成 为 工 的 特 丈 直 
线 。 在 这 个 射影 下 ， 三 角形 4BC 和 A1BiCi 变 成 对 应 边 平 
行 的 相似 三 角形 4 BC 和 41B1C1I( 图 146)。 设 0 是 
A’Ai 和 8B Bi 的 交点 ，01 是 444 和 CC1 的 交点 。 则 有 
OA’/O’ A’ =A’B’/A’'B’ 和 0’A’/O’A’=A’C’/A’'C’, 
男 一 方面 ， 从 三 角形 A’B’'C’' 和 A1BiC1 的 相似 性 , 可 以 推 
A’B’/A1Bi=AC’/JAiCI。 因此 0’4’/0’A1=014’/ 
01A1， 即 两 个 点 0 和 01 重合。 由 于 直线 A’'A1,B’B'， 
Ci 共 点 ， 所 以 直线 4A1,B8B,，CC, 也 共 点 。 

注意 ， 问 题 22 中 的 第 二 个 结论 可 以 由 第 一 个 推出 。 事 实 
上 ， 设 图 29 中 的 点 PP,8 ,下 共 线 ， 即 三 角形 PDB 和 Q@44 
的 对 应 顶点 的 连 线 Po ,Bi4 ,BA 交 于 一 点 及 。 由 问题 22 的 
第 一 个 结论 ， 这 两 个 三 角形 的 对 应 边 的 交点 C1,， C 和 0 共 线 

《这 里 0 是 直线 44, 和 BB, 的 交点 )， 这 就 说 明 CC 经 过 0 

点 ， 即 直线 AA, ,BBi,CCi 共 点 ， 

用 类 似 的 方法 也 可 以 从 德 村 尔格 定理 的 第 二 个 结论 得 到 
第 一 个 结论 。 

25。 这 个 问题 的 结论 只 是 德 札 尔 格 定理 (问题 22; 三 角形 
AEH 和 CFG 是 透视 的 ) 的 另 一 种 形式 。 

24。(a) 经 过 己 点 作 一 直线 ， 它 同人 A4BC 的 边 4B3 和 
BC 的 交点 用 Zi 和 了 类 示 。 直 线 QY1 和 RZi 的 交点 记 作 
Xi [图 147(a)]。 

现在 假设 我 们 的 问题 已 经 解决 ， 即 所 要 的 和 人 XYZ 已 经 
作出 来 。 注意， 这 时 三 角形 XY1Z 和 XYZ 是 透视 的 《已 
们 的 对 应 边 的 交点 了 ,8,R 共 线 )。 由 此 直线 XXX ,YY ,ZZ 
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图 147 


交 于 一 点 (参看 问题 22), 并 且 交 点 就 是 8B . 作 连 接 日 和 Xi 的 
直线 ，BX, 和 4C 的 交点 就 是 我 们 的 三 角形 的 一 个 顶点 XX， 
至 此 作出 其 余 的 顶点 就 不 会 有 困难 了 ， 

(b) 首先 证 明 ， 如 果 变 动 -- 个 半角 形 ， 使 得 它 的 边 经 过 
某 一 直线 4 上 的 7 个 定点 ,而 它 的 nn 一 1 个 顶点 沿 给 定 的 一 1 
条 查 线 滑动 ， 则 由 第 7 个 顶点 活 描 出 的 轨 玉 是 一 条 直线 ， 
为 说 明 这 一 点 ， 只 要 将 我 们 的 图 形 射影 到 新 的 平 面 7 上 ， 
使 得 ! 是 地 的 特殊 直线 ， 并 利用 《几何 变换 》 第 二 册 的 问 
题 10(b) 中 所 建立 的 结果 〈 例 如 ， 参 看 问题 17(a) 的 解答 )。 
然后 仿照 《几何 变换 》 第 二 册 的 问题 10(c) 中 所 使 用 的 作 图 
方法 ， 就 可 以 得 到 所 需要 的 作 图 方法 ， 

《ce) 经 过 4 点 作 一 直线 ,分别 与 4 和 4 交 于 点 关 ! 和 
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站 。 人 太医 线 YB 和 4 的 到 点 C 到 六 1 作 连 线 。 现 存 很 设 问 
题 已 经 解决 ， 即 人 XYZ 已经 作出 来 [图 147(b)J。 册 于 直线 
XX1,YY1,2ZZi 交 于 0O 点 ,三 角形 XYZ 和 六 1Y1L1 甫 视 , 央 
此 直线 XiYi 机 XY 的 交点 《 即 A 点 ),Y1L4 和 YZ 的 交 后 ( 即 
B 点 ),ZXi 利 QX 的 交点 共 线 ,因为 直线 ZX 和 ZX 的 交 
点 C' 与 直线 CA 和 48 的 交点 重合 ， 所 以 我 们 不 难 找 到 
点 C '。 要 找 的 三 角形 的 边 ZX 在 点 C 和 (C 的 连 线 上 。 

25。 这 个 定理 同 同 题 28 中 陈述 的 定理 只 有 说 法 上 的 疼 
别 ; 点 C,Bi 以 及 A418 与 AC 的 交点 0。， 分 别 是 四 边 形 
A1001C1,001BA,A1C1Bh 的 对 角 线 的 交点 。 

26 。 用 中 心 射 影 将 图 31 的 平面 rz 映射 到 平面 Z“ ,使 得 的 
特殊 赴 线 是 4C 和 MAiCi 的 交点 到 0 点 的 过 线 .在 这 个 上 映 冉 下 ， 
三 角形 ABC 和 A1BiCi 变 成 三 角形 A‘B’C’ 和 Ai BiC1, 
对 它们 有 A’A1 YB8’B1 1C'Ci,A’C’YA1C1. 直线 A’A1i， 
B’'C’,C'B' 交 于 一 点 0， 和 昔 线 4'C',B’'B’,C’A’ 交 于 
一 点 02[ 图 148(a?]。 用 旺 5, 吕 傅 次 表示 平行 直线 A An ， 
B’Bi,C'Ci.i 于 A’Ci 和 C’Ai 是 平行 四 边 形 A’C'CiAi 
的 对 角 线 ， 着 出 于 B8’B1 经 过 这 两 条 对 角 线 的 交点 ， 可 以 知 
道 直 线 8’Bi ( 芭 苞 》 与 和 元 等 距离 .下 面 来 证 明 A Bi， 
B’'A',C’'Ci 交 于 一 点 。 随 之 就 可 以 知道 4B ,BA4 ,CC 也 
交 于 一 点 。 

用 平行 射影 将 平面 7“ 映射 到 平面 ”上 , 使 和信 A’C’'CI 
变 成 直角 三 角形 A4*C*Cf 1。 则 图 148(a》 变 成 图 148(b)， 
后 者 以 尼 为 对 称 轴 。 由 此 可 以 推出 直线 A”Br 和 2B”AY 交 在 


”如 果 我 们 利用 定理 1 (第 56 页 ), 则 可 以 用 一 个 中 心 射影 来 代替 上 询 所 用 
的 两 个 射影 《先是 中 心 射影 ， 后 是 平行 时 影 )， 使 得 四 边 形 4CC141 变 成 一 
挑 形 《 例 如 ， 一 个 正方 形 ) 。 
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直线 C*C? 上 的 一 点 04， 它 同 01 关于 悦 对 称 , 因此 ， 图 
148(a) 中 的 直线 A’Bi,B’Ai,CC1 交 于 一 点 0Os(CQs 是 元 
上 的 点 ， 它 在 上 述 平 行 射影 下 映射 到 04 -上 )。 


图 148 图 149 


27。 把 三 个 三 角形 所 在 的 平面 立 射影 到 平面 区 上 ， 使 
得 PQR 是 工 的 特殊 直线 。 在 此 射影 下 三 角形 ABC, ALBiCl， 
4:B:C。 变 为 成 对 地 中 心 相似 的 三 角形 A’B’C’,AiBiC1， 
A2B2C4 〈 参 看 问题 22 的 解答 )， 并 且 三 组 直线 44.,D， 
CC AA,, BB,,CC, AM4aBDBiBs Cica 的 三 个 交 瓜 分别 变 
成 这 些 三 角形 的 相似 中 心 。 根 据 关于 三 相似 中 心 的 定理 〈 参 
看 《几何 变换 》 第 二 册 ， 第 一 章 ，8$ 1)， 这 三 个 点 共 线 〈 图 
149)。 因 此 ， 在 我 们 的 射影 下 这 些 点 的 原委 也 共 线 。 
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28, 设 M,N,P 依次 是 直线 AF 和 ED,EC 和 BF,AC 
和 BD 的 交点 ;OO 是 4B 和 CD 的 交点 .把 图 33 的 平 硬 开 射 影 
到 平面 XxX” 上 上 上， 使 得 MN 是 下 的 特殊 直线 。 和 在 这 个 映射 下 ， 
图 33 变 成 图 150， 其 中 A’F’ 1 DIE BF fC’E’。 从 直线 
AF’JYJD/iE’ 可 以 推 绑 0A’/JO'E’=OF'/0D’， 从 可 
线 B'F YJCE 又 可 推出 0E’JOB’'=0O0’C’/O0’F'， 把 
这 两 个 等 式 相 乘 得 到 0 A’/0’B =0C /0’D’。 由 此 可 知 
直线 4‘C YB8’D’， 即 PP 在 平面 7 的 特殊 直线 MN 上 (在 与 
/ 12 (入 150 中 的 记号 ) 这 种 比较 简单 的 情形 ， 留 给 读者 考 


虚 )。 


(b) 
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29. 中 设 D,F,C 是 直线 1 上 的 三 个 点 。 过 这 些 点 作 
下 线 PDB/FB,DEACE,F4/C4 ( 疼 151(a)。 这 里 4 ,8B， 
上 是 无 穷 远 点 )， 则 DE 和 和 FA,DB 机 CA,FB 和 CE 的 交 
氮 共 线 〈 为 什么 ?》)。 

Qi) 设 瑟 线 1 与 BCG 的 边 B8G 和 CG 交 二 点 EB 和 下 
[图 151《(b)], 则 四 边 形 BCEF 的 对 角 线 的 交点 入 与 平行 四 
边 形 BGCP 和 上 GFM 的 项 点 了 P 和 MM 共 线 (为什么? )。 


图 152 

50. 设 六 ,1 和 六 是 四 条 给 定 的 直线 ， 4 ,B,C ,D， 
上 ,FF 是 它们 的 交点 (参看 图 152)、 

考虑 由 它们 构成 的 四 个 三 角形 中 的 三 个 ， 例 如 三 角形 
ABE,ACD,BCF， 基 中 各 个 三 角形 的 高 线 的 交点 分 别 是 直 
线 4 和 45 的 交点 ，4C 和 C4 的 交 
氮 ，BCILb 和 CDBi LU 的 交点 。 从 上 题 部 分 (i) 的 结果， 可 
以 知道 这 些 点 共 线 ， 对 于 这 四 个 三 角形 中 的 任意 三 个 都 可 以 
作出 类 似 的 结论 ， 所 以 ， 所 有 这 四 个 重心 共 线 . 

3]。 问题 23 等 价 于 德 杞 尔格 定理 《问题 22)， 问 题 31 G0) 
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和 (Kii) 等 价 于 德 杞 尔格 定理 的 某 些 特殊 情形 。 其 证 明 留 给 读 
省 。 

32。(a) 经 过 这 个 平行 四 边 形 的 顶点 妃 作 直线 BMN' 1 
MD(CN' 在 对 角 线 4C 上 ,参看 图 153(a)). 由 于 NAM 1/ AND， 
我 们 有 AN’/AN=AB/AM=n。 此 外 ， 从 和信 ADN 和 
ACBN' 全 等 可 以 推出 AN = CN ’， 册 此 


AC AN’+N’C 
AN™ AN "|. 


这 就 是 我 们 所 要 证 的 。 

如 果 将 图 153(a) 射影 到 另 一 个 平面 上 ， 使 AB 与 原来 再 
面 的 特殊 直线 焉 行 ， 则 在 直线 48 上 的 线段 之 比 保 持 不 变 
(参看 第 45 页 ) .然而 ,这 个 射影 不 保持 对 角 线 4AC 上 线段 之 
比 。 所 以 ， 为 了 得 到 刚 玫 所 证 结果 的 男 一 种 形式 ， 必 须 把 筷 
改写 ， 以 消除 AC 上 的 线段 之 比 而 只 保留 AB 上 的 线段 之 
比 。 为 些 ， 最 简单 的 办 法 是 经 过 点 NN 作 苞 线 NM1Y DA (CA 
在 边 AB 上 )。 从 刚才 所 证 明 的 定理 可 以 推出 如果 AM = 
G1/n)ADB, 则 | 


图 153 
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4NMi = TAB. 


至 此 ， 从 我 们 前 射影 显然 可 以 得 到 下 列 结 来 :， 级 者 一 点 
M’ 分 梯形 A’B'C'D’' 的 底 A’B’ 之 比 为 4’M’'/4’B’=1/n,， 
则 从 该 梯形 的 〈 森 平行) 对 边 的 交点 S 到 DM’ 与 对 角 线 
AC' 的 交点 入“ 的 连 线 ,与 A'B' 交 于 一 点 前 1， 它 佛 得 


A’M’ = A'B 


5 图 153(b)?]。( 电 于 虚线 48 和 CD 平行 于 该 平 而 的 符 殊 配 
线 ， 在 上 波 射 影 下 它们 的 象 保持 平行 。 这 说 明 平 行 四 边 形 
ABCD 恋 成 梯形 A’B'C’D’， 斑 行 线 4 ,BC ,MN 变 成 交 
于 一 点 S 的 直线 A4'D’,B'C’, MIN’', 在 射影 下 保持 与 该 于 
面 的 特殊 直线 平行 的 直线 4 上 的 线段 之 比 ，) 

Cb) 从 在 面 上 的 任意 一 点 到 点 和 4 和 8B8 分 别 作 连 线 ， 设 
DD 和 C 是 直线 SA 和 SB 同 玉 的 交点 。 如 果 Ni 是 DB 和 AC 
的 交点 ， 则 Ni 与 4B 的 交点 对 使 得 A4M,= 4AB/2 (参看 
问题 2 之 解答 )»， 进 一 步 ， 如 果 DM, 与 AC 净 于 点 Ne， 则 
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SN, 与 4B 的 交点 Ma 使 得 4Ms=A4B/3; 如 果 DMs 与 4C 
交 于 点 Ns， 则 AN 与 48 的 交点 Me 使 得 4Mi= AB/4， 
等 等 (图 154(a)， 参 看 问题 32(a) 之 解 )， 
(一旦 确定 了 使 得 AM，= 《1/n)4AB 的 点 Mn， 就 容易 发 
现 分 线段 AB 为 n 等 分 的 共 它 的 点 。 素 实 上 ， 经 过 5 作 与 【! 
和 证 平行 的 直线 上 《参看 问题 3Cb))， 如 果 SM， 与 DC 交 
于 点 局， 好 与 六 交 于 点 9 和 ,而 5 /Ps 与 4B 交 于 点 Ms， 
则 AM = MnMs， 所 以 AMs=(2/n)AB, 等 等 ; 参看 图 
154Cb)， 其 中 n=5。) 
33。 将 图 14 的 平面 直射 影 到 平面 7” 上， 使 得 查 线 ABE 
是 平面 艺 的 特殊 直线 , 则 图 14 变 成 图 155。 完 全 四 边 形 的 对 角 
线 CA,DB,FE 分 别 变 成 下 线 C’A’ JF'D’,D’B’ PFC 
FE VD 这 些 直 线 的 交点 以 CDP 表示 ( 参 
看 图 155)。 显 然 ， 点 C',D’ ,FF 是 二 角形 CPP 的 边 的 中 
下 面 我 们 要 确定 这 个 完全 四 边 形 的 对 角 线 的 中 点 了, ， 
的 象 。 线段 CA 的 中 点 P 是 使 得 AP/CP= -1 的 点 。 如 
果 Pi 表示 直线 Ch 的 无 穷 远 点 ， 则 有 
AP/CP 
AP/CP™ ~1. 
由 中 心 射影 的 性 质 C， 有 
A’P’/C’P’ 
APIJC Pr 7 7 
其 中 Pi 是 无 穷 远 点 Pi 的 象 ， 即 是 C'A’ 同 平 面 x' 的 特殊 
交 线 1 的 交点 。 把 上 述 等 式 改写 成 
C’P’/C’P’ 
A’P’JAB = 71 
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由 村 A Pi1/A’P'=1 (4 是 无 穷 远 点 )， 双 可 改写 成 


CP’ 


TP = 1. 


由 此 可 以 推出 <“ 是 线段 P'Pi 的 中 点 ， 即 P' 同 直 线 DiP， 
与 1 的 交点 Fi 关于 ACIDIP: 的 边 DiFi 的 中 点 CC 对称 。 
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图 155 图 156 


类 似 地 ,我 们 可 以 证 明 , 这 个 完全 四 边 形 的 对 角 线 DB 和 
FE 的 中 点 入 被 映射 到 点 8 和 R’ ,它们 分 别 同 人 ACID:P， 
的 边 CiP 和 C1Di 与 特殊 直线 i 的 交点 Q1 和 Ri 关于 这 
些 边 的 中 点 D” 和 了 对称。 于 是 ， 关 于 完 信 四边形 的 这 个 
定理 (断定 点 了 ,0 ,下 共 线 ) 可 以 氢 壕 如下; 设 Pi,Q1 ,Ri 
是 让 线 ! 则 三 角形 C1Di 的 边 的 交点 ， 则 它们 在 关于 这 个 
三 角形 的 对 应 边 的 中 点 的 反射 下 的 象 了 ,08 ,R’ 共 线 。 这 个 
定理 是 问题 9(a) 中 的 定理 的 特殊 情形 ， 并 且 可 以 用 来 推出 
关于 完全 四 边 形 的 定理 ， 

34。 我 们 将 证 骨 梅 内 劳 斯 定理 和 塞 筷 定理 是 下 述 定理 的 
直接 推论 。 在 解 问题 34 之 前 先 证 明 这 个 定 理 。 设 A14,… 有 A, 
是 一 个 任意 多 边 形 ，M,,M,,…,M， 是 它 的 边 或 边 的 延长 线 
上 的 点 〈 图 156)。 我 们 要 证 明 乘 积 
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AM: A,M, An Ma 
(并 ) A,M, 中 AsM, 国志 由 中 AM, 


在 中 心 射 影 下 保持 不 变 。 实际 上 ， 如 果 41,4;,… ,4A4。 和 

Ma AM ,M，, 分 别 是 点 A1,A1,*… ,A; 和 MA … ;Mn 在 

以 0 为 中 心 的 中 心 射影 下 的 家 , 则 由 第 43 页 中 的 公 式 ( 米 ) ,有 
A’M’/A’M’ = (AM/A Mi) 0A!'/0A) (OA’/OAh,), 
M/ASM’ = (A Ma/ AsMa) COA/O0As) (O41/O04s), 


AM’/A’M’= CA, M/A M,) OA’ 0A,Y (OA’ 0h, ) 


AM . AsM, ..... A,M, 
AM’ " AM’ A7M” 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 结 
过 个 定理 可 以 看 记 中 心 射影 性质 C 的 一 个 推广 〈 如 果 
多 边 形 A414,… Ah， 退化 成 两 边 形 4B4， 它 就 成 为 性 质 C )。 
下 面 来 说 明 从 它 如 何 推 骨 梅 内 劳 斯 定理 和 赛 瓦 定理 。 
(a) 将 人 4BcC 的 平面 射影 到 平面 TY/ 上 ,使 得 直线 MN 
是 工 的 特殊 直线 。 假 若 点 人 ,人 ,PP 在 直线 1 上 ， 则 将 变 成 
无 穷 远 直 线 ， 而 愉 ,六 ,已 则 变 成 点 M ,N“ ,PP ， 它 们 分 别 是 
直线 4’B’,B'C’',C’ A 上 的 无 穷 远 点 。 因 此 有 
MrM' BN_, CCP, 
BM! ? GCN’ ” A’P’ 
和 
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A’M’ BIN CI P/ 


+ 一 一 


BM CN’ A7rpr™ 1. 

由 此 ， 从 上 面 所 证 明 的 定理 来 看 ,乘积 (AM/BM)(BN/CN) 
CCP/AP) 的 值 也 是 1， 

反之 ， 设 (AM/BM)(BN/CN)(CP/AP)=1， 由 于 上 
述 射影 把 M ,N 变 成 无 穷 远 点 M 7 ,N' ,可 以 推出 A’M’/B’M? 
= 工 和 B'N'/C'N' = ] 。 从 上 面 得 到 的 结果 , 必 和 有 C4’M’/ 
BM’) (CB’N’/C'N’)YCO’P’/A’P’') =1,， 所 以 CP’/ 
A’P’'= 1 ， 它 说 明 P' 是 王 线 A’C’ 上 的 无 穷 远 点 ， 从 而 P 必 
在 7 的 特殊 直线 上 ， 这 就 证 明了 A 针 ,NN,P 在 一 条 直线 上 。 

汪 ”用 类 似 的 论证 可 以 证 明 下 列 更 一 般 的 定理 设 
Ad AM ,Mi 是 边 形 A1A,…A% 同 直线 ! 的 交点 ， 则 

4M， AM, . AnM 
AM， A,M, AN。 

然而 ， 当 7 > 3 时 从 这 个 等 式 林 
能 推出 Mi,M,,… ,M 是 共 线 的 ， 

(b) 将 人 A4BC 的 平面 7 射影 
到 平面 7 上， 使 得 MN 是 的 特 。 人 4“ 
殊 直 线 , 如 果 直 线 AN,BP,CM 交 
于 一 点 0 或 互相 平行 ， 则 平面 元 
上 的 图 44 变 成 图 157,， 且 A'N’ JY 2 
BiC',，C/M'JB'A’', 因此 点 
P’' 是 A’C' 的 中 点 《由 于 它 是 平 图 157 
行 四 边 形 A4’B’C’0’ 的 对 角 线 的 交点 )。 如 此 我 们 有 A’M'’J 
2B’M’=1，B’N’/jJC’'N’ =1 (由 于 M’ 和 N’ 是 无 旁 远 点 ) 和 
CP’/A’P’ = -1， 由 此 可 得 
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= 1 。 


A’M’ BN’ C’P’ 


BM PT Aipr™ ~1 
疡 以 从 上 面 证 明 的 结果 ， 有 
AM BN CP _ 1 


反之 ,假设 上 面 这 个 等 式 成 立 . 由 于 在 我 们 的 射影 下 点 好 
入 变 成 无 劣 远 点 ,有 A ’M’/B’M’=1 和 B’N’/C’N’=1， 
外 此 C'P'/A’P’'=~-1， 即 PP’ 是 AC 的 中 点 ， 所 以 这 线 
A'N’1B'C',，C’M’' JB’A’，B’P’ 交 于 一 点 0 (参看 
和 图 157)， 由 此 可 知 理 线 A4N ,CM 和 BP 也 交 于 一 点 或 平行 。 


下 


(a) 


图 158 


35。 我 们 必需 证 明 (参看 图 158) 
AE BF CE DF_ 
BE CF'DE' AF- 1. 
注意 ， 左 边 的 表达 式 可 以 看 成 第 209 页 中 公式 〈《 砷 ) 的 特 詹 情 
形 ， 其 中 四 边 形 4BCD 起 图 156 中 7 边 形 41A,…A 的 作用 ， 
而 点 B,f,E,F ( 按 其 次 序 ) 相当 于 点 人 M1, MM,,… ,Mi。 由 此 
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i a 人 


可 知 表 达 式 (AEB/BE)(BF/JCF)(CE/DE)CDE/AF) 在 中 
心 射 影 下 不 变 。 注 意 ， 图 158(Ca》 的 平面 Tz 在 以 EF 为 它 的 竺 
殊 直 线 的 中 心 射影 下 ， 图 158(a) 变 成 图 158(b) 。 由 于 巨 / ,已 / 
是 无 穷 还 点 ， 我 们 有 

Ah/ 有 BRPF GE D’F’ 


一 一 


BE © OF DrE’™ A’F 
因此 
A’E!’ B’PF’ C/E’ DF’ _ , 
BBE’ OF DEAF i 


- AE .br CE. 了) 
~ BE“ CE‘ DEF AF) 


这 就 证 明了 我 们 的 定理 。 


[ 苹 有 忆 
NSSHSNI 区 < 


pr 


图 159 
36。 将 四 边 形 A4,AsA4 射 影 到 一 个 正方 形 A1 424344 
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上 (参看 第 56 页 定理 1)。 在 这 个 射影 下 点 己 和 @ 变 成 与 这 个 
正方 形 的 边 的 方向 对 应 的 无穷 远 点 ;点 线 PN 和 QN 变 成 这 个 
正方 形 的 中 线 ;点 B1,B,,Bs,B, 变 成 正方 形 的 边 的 中 点 Bi ,Bs， 
Bs ,Bs; 点 M1, 计 ,,… ,和 Me 释 成 点 Mi ,Ms,… ,MC 图 159)，。 
从 下 列 相当 明显 的 事实 就 可 以 推出 我 们 的 定理 的 结论 ; 

(a) 点 MI 和 Ms，M5s 和 M6 ,Ms 和 M7，Ms。 和 Ms 关于 
正方 形 的 中 心 必 对称, 因此 直线 MiMs，Ms M6 ,MsMi， 
M4Ms 区 于 点 N'， 

(p) 直线 4 Ms 和 -MsM7? 平 行 了 424s 直线 Mi1M。 和 
M4M; 平行 于 4 4?。 

(c) 站 线 MIMNMaM5Ma MiMa ,MM 与 这 个 正 方形 
的 对 角 线 4:A44 平行 ， 而 直线 M3M4 ,MM ATMO MAMY 
与 另 -- 条 对 角 线 A1A' 平行 。 


《d7) Mi Ms 1 Ms MA DAMss 


2 
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MAMMa DaMs1/ BoM'; 
MMs/ MIM, DIM1/ DasM33 
M’M’ J MIM’ JB’M’ f BM’. 
37。 将 四 边 形 4BCD 射影 到 正方 形 4/B74C2D， 并 设 
点 记忆 Pa … 变 成 点 Pi ,Pa ,Pa (图 160)。 这 些 点 在 这 
正方 形 的 各 边 上 的 伺 置 确定 一 组 比值 ， 我 们 以 


AP _B'P, _C’P, 
1 Bp’’ 2 OB’? 万 7 万 7 
表示 ， 注意 它们 可 以 是 正 或 负 的 . 从 AA'D'Pic 人 AB'P2P4 
《图 160) 可 以 推出 
D7'4'/ A’P’ 


Bp’™ ~ BrP’ 


所 以 
CP CB +B rf, CB  ,, 
B’P’”  B’P’ B’P’ 
_D’A’ A’P’ 
BP’rl TBPp’+. 
于 是 
| __/ 
1 一 4 十 1， 
, 1 
* ,= — 
《 ) 2 1~-4,° 


如 果皮 Pi 在 边 A4 8 的 A’' 或 B' 外 的 延长 线 上 ， 容 易 验 证 公式 
《六 ?仍然 成 立 。 
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用 公 云 ( 米 ? 我 们 可 以 发 现 : 


1 一 和 1-4 A 1 二 4 
js= =， 加 = = 加 ， 等 等 
1 一 4 ] 一 人 4， 
有 即 
4 = = hi=hi0= hs = N= ”1 
A =45=4s=41ii=44= 47 一 = 


至 此 不 难 推 出 我 们 定理 的 结论 。 

《a) 41= 1 说明 点 Pis 和 点 P11 重合。 从 中 心 射影 的 1 一 了 
性 质 可 以 推出 Pis 和 Pl 重合。 

(bp》 从 和 = 可， 和 =A4s，hs= 4， 等 符 ， 可 以 推出 点 已 
与 P77，Pz 与 Psa，Ps 与 P, 关 于 这 个 正方 形 的 中 心 0′ 对 称 ， 
即 直线 PiPi,P,Ps,PsP, 等 等 都 交 于 点 0'。 因 此 ， 根 据 
中 心 射影 的 性 质 ， 直 线 PL.Pri ,了 ,Ps PP 等 等 都 经 过 四 边 形 
4ABCD 的 对 角 线 的 交点 。 z 

《c) 直线 Pi1P。 和 P+Pe,PPs 和 PsP。，PsP。 和 PsPio 
等 锯 关 于 这 个 正方 形 的 中 心 0 对 称 〈 参 看 上 面 的 《b)〉， 所 
以 它们 分 别 是 平行 的 。 根 据 中 心 射影 的 性 质 ， 可 以 推出 直线 
了 和 卫生 8，PPs 和 PP ，PP 和 PP 等 等 两 两 相交 在 四 
边 形 4BCD 的 对 边 交 点 S 和 S51 的 连 线 上 《在 这 个 射影 下 葡 线 
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91 变 成 无 穷 远 直线 )， 


5358. 用 中 心 射 影 将 四 边 形 4BCO 映射 到 4’B’C’'O’，, 
使 得 @ 是 人 4’B’C’ 的 中 线 的 交点 。 根 据 定理 1 (第 56 页 ) 
这 一 点 是 能 够 做 到 的 。 在 这 个 射影 下 入 A181C4 的 边 分 别 和 
从 A’B’'C' 的 边 平 行 《 图 161)。 用 4s ,Bs ,Cs 分 别 表示 直线 
A’A,,B’'B,,C'C, 与 人 A’B’'C’ 的 对 边 的 交点 ， 我 们 可 以 断 
定 

h4/00 _ BC’ BA’ 0C’A’ CB; A’B’ 

BCs AiCs’” CAs BiAs’” A’Bs CiB,* 

现在 假设 

AiC» . B14, 。 C18, 三 土 1 

BiCs CiA, AiB, ~ 
(根据 塞 瓦 定理 和 梅内 劳 斯 定理 《参看 问题 34) ， 这 个 假设 
意味 区 直线 A3 4A3,Bi1Bs ,C1C2 共 点 ， 或 点 4s ,Bs ,Cs 共 线 ,》 
由 此 可 以 推出 


4/C4 ,BA ,CB ,, 
BG’ "CA AB -7° 


21 全 


但 是 ， 根 据 这 些 定理 ， 从 上 述 乘 积 的 值 是 - 1 或 +1， 可 知 直 
线 4' 4s,B' DB: ,CC3 共 点 ， 或 点 4 ,8B3 ,Cs 共 线 , 


3 


5359。 《a) 第 一 种 解法 (基于 定理 1)。 设 PD,E,F 是 
人 和 俯 4BCL 同 它 的 内 切 辕 3 的 切 点 [图 162(a)]。BE 和 CF 移交 点 
0 在 加 SS 的 内 部 (如 果 G 是 CF 同 S 的 另 一 个 交点 ， 则 直线 
8C 同 直线 4C 上 的 线段 EC 相交 。 因 此 BE 同 S 约 弦 FG 相 
交 )，, 


F/ D! 


图 162 


现在 将 我 们 的 图 形 射影 到 平面 z/ 上 ， 使 得 S 变 成 加 S 
而 点 4 变 成 的 中 心 0 。 在 这 个 射影 下 图 162(ay 变 成 图 


留 163 


217 


162《b)。 容 易 看 到 ， 直 线 B’E 和 C?F 证 是 人 4 BC 的 角 
平分 线 又 是 高 线 。 由 此 4A’B =BC 和 CA4 =B’C’。 因 而 
和信 4h’B'C’' 是 锋 边 三 角形 ， 所 以 过 线 A4'D’ 经 过 0 点 ， 从 
A'D’,B’E’ ,CF’ 共 点 可 以 推出 AD,BE,CF 共 点 ， 
第 二 种 解法 《基于 定理 1 ， 这 里 的 记号 和 上 面 一 样 )， 

在 A8 的 延长 线 上 找 一 点 fF,， 使 得 FA/F18 = -FA/F8 [图 
163(a)]。 站 线 CF 在 人 ABC 之 外 ， 所 以 在 S$ 外 面 。 把 这 个 图 
形 射影 到 平面 xX 上， 使 得 S 变 成 圆 S ， 且 将 线 CF, 变 成 x 的 
无 穷 远 直线 。 则 图 163(a) 变 成 图 163(b) ,其 中 4A4’E’JB'D’ J 
了 F'C’。 注意 Ff/ 是 线段 4 8 的 中 点 (这 是 因为 ， 根 据 中 心 射 
影 的 性 质 C ， 有 

F’A’/F’ Br’ 

FA /EB = 一) 


FA’ FiA’ 
BF ™ FB’? 


其 中 是 直线 4B' 上 的 无 穷 远 点 ， 所 以 FiA’/F1B’ =1 
= F/’A’/B’F’). 由 于 1A’F’|=1B’F’|， 可 知 下 /CC 是 所 得 
到 的 图 形 的 对 称 轴 ， 拭 且 直 线 少 只 和 了 E/ 的 交点 显然 在 


图 164 


F/C' 二， 由 于 A/D', BE’,C/F/ 共 点 , 扬 以 AD,BE.,CF 地 
共 点 

(b》 可 以 看 出 ， 直 线 44: 和 8B. 的 交点 0 在 加 > 的 办 
部 。 实 际 上 ，44: 和 了 BP: 与 = 的 站 PQ 和 RT 分 别 相 交 [ 图 164 
(a)], 设 DD 和 EE 是 BB; 与 S 的 交点 ， 由 于 直线 AD 和 AE 与 
直线 BC 交 于 线段 PQ 之 外 ， 着 且 在 PQ 之 两 人 出， 可 知 44， 
和 和 波 DE 相交 。 | 

将 图 164(a) 射 影 到 平面 z/ 上， 使 得 S 变 成 贺 S' 和 而 点 0 
变 成 3 的 中 心 0/， 这 时 图 164(a) 变 成 图 164(b)。 由 于 4741 
和 B’Bi 经 过 点 0/， 可 知 4/41 BC 和 了 BA ， 因 
此 4'A: 和 有 8B) 是 A47 DC 的 两 条 高 线 ， 且 0 是 它们 的 交 
点 。 从 而 0'C/ 是 八 A’B'C'’ 的 第 三 条 高 线 ， 显然 ， 从 S 的 
中 心 0/ 到 入 A’B’'C/' 的 边 4A’B' 的 慌 线 必定 经 过 C1。 因 此 家 
线 A'Ai,B’Bi,C'Ci 交 于 0/。 所 以 直线 A4h1,B8Bi,CCi 交 
于 0 点 。 z 

40。 将 图 165Ca) 射 影 到 平面 x 上 ,使 得 S 变 成 圆 5’ ,并 


且 四 边 形 A1.B1C1D1 的 对 角 线 的 交点 0 变 成 5' 的 中 心 0'。 这 
时 图 165(a) 变 成 图 165(b)， 其 中 A’B’ jC’'D’ A 和 Ci 和 
B'C’ A'D’ LBiDi1。 因 此 A’B’C’D' 是 平行 中 过 形 。 由 
于 它 外 切 于 圆 ， 所 以 必 是 一 个 歼 形 。 

《a) 大 家 知道 ， 萎 形 A’B'C’D’ 的 对 角 线 的 交点 与 它 的 
内 切 圆 的 中 心 重合 。 因 此 四 边 形 4’B'C’D’' 和 A1BiC1D1 的 
对 角 线 的 交点 也 重合 ， 从 而 四 边 形 4BCD 和 A,B,CeD, 的 对 

《b) 根据 对 称 性 ， 显 然 A1B1 fDiC1 VACC 和 BC 
A1D1 了 8’D’， 因此 4C 必 经 过 了 ，BD 必 经 过 0， 

41。 将 问题 中 的 图 形 射 影 到 
一 个 新 的 平面 7 上， 使 得 部 S 
变 成 图 95 而 点 0 变 成 3 和 的 中 心 
07 .在 这 个 射影 下 四 边 形 ABCD 
变 成 短 形 4 局 CD (因为 4 了 
CD’ 的 对 角 线 交 于 外 接 圆 5 的 
中 心 )。 因 此 点 已 和 & 变 成 与 这 
个 第 形 的 边 的 方向 相对 应 的 无 穷 
远 点 P’ 和 @ (图 166). 

《a) 如果 5 的 内 接 三 角形 EP’'G' 的 边 B'F’' 和 F’G’ 
分 别 经 过 无 穷 远 点 了 和 Q ， 即 如 果 E’F’ 1 4 万 和 F'G’ J 
8’C’， 则 边 E'G' 经 过 S' 的 中 心 0' (在 S' 中 玖 BG' 所 对 
的 圆周 角 是 直角 EF’G’)。 如 果 边 E’G/' 经 过 中 心 0' 且 E’F’ 
经 过 点 P’， 即 如 果 E’F’'JA’B'， 则 FG’JYB'C’, 即 
FG/ 经 过 点 Q'( 由 于 直径 所 张 的 贺 周 角 是 直角 )。 由 此 即 可 
得 到 问题 41(a) 中 的 结论 ， 

《b) 假若 圆 的 内 接 和 矩形 A1B1C1Di1 的 边 A41B1 和 D'iCt 
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更 166 


经 过 虚 了 中， 而 边 BiC4 经 过 Q@Q'( 即 42BaVDiCIVAA' DB 和 
DPIC BC 则 4 Di ABC YA'D' ,上 且 对 角 线 A1C1 和 和 
刀 交 于 3 的 中 心 0'。 由 此 可 以 得 到 (了) 的 结论 ， 

《e) 如 果 内 接 四 边 形 A1B1C1D1 的 对 角 线 A1C1 和 BiD1 
交 于 图 3 的 中 心 0'， 并 且 边 41Bi 经 过 点 P'C( 即 4DB 7 
A'B'), 唱 DiC1 14'B' 且 BiC11A1D11B'C’。 由 此 可 
得 (se) 的 结论 ， 


图 167 


42， 我 们 考虑 两 种 情形 . 

1。 P 了 是 5 的 外 点 ， 将 问题 中 的 图 形 射影 到 平面 站 上 ， 
使 得 癌变 成 圆 S'， 而 了 变 成 x' 的 一 个 无 穷 远 点 了。 在 这 
个 射影 下 ， 所 要 找 的 轨迹 变 成 一 条 直线 ， 即 变 成 和 的 与 已 
所 确定 的 方向 相 垂 下 的 直径 [图 167Ca)J， 由 此 可 知 所 要 找 的 
轨迹 是 一 条 午 线 了。 

2。 了 是 ”的 内 点 。 将 问题 中 的 图 形 射 影 到 平面 x 上， 
使 得 加 3 变 成 贺 3 ,而 了 变 成 3’ 的 中 心 P'。 显然 ,这 时 所 要 


Re 


Q@ 更 确切 地 说 ， 它 是 一 直线 在 5 外 的 部 分 。 
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; a i 四 
Cr 1 本 t 


找 的 轨迹 变 成 z “的 无 穷 远 直线 [图 167(Cb?]。 由 此 可 知 所 求 
的 轨迹 是 一 直线 。 
注意 ， 如 果 了 在 S 上 ， 则 所 求 的 轨迹 就 是 S 在 P 点 的 切 
线 @。 
45。(a) 我 们 分 两 种 情形 考虑 。 

1. 忆 是 8 的 外 点 (参看 图 58(a))。 将 问题 中 的 图 形 射 
影 到 平面 z7* 上 ,使 得 S 变 成 圆 8' ,而 卫 变 成 x 的 一 个 无穷 远 
点 P' 。 这 时 直线 4B 和 MN 变 成 平行 直线 4'B' 和 MSN 
L 图 168(a)]j。， 根 据 对 称 性 ， 可 知 点 天 /和 X7 [图 168(a)] 在 S/ 
的 与 理 线 !' 相 垂直 的 直径 上 (是 ! 的 象 )。 因 此 ，X 7 的 轨迹 
是 经 过 天 “垂直 于 的 直线 。 所 以 汪 的 轨迹 是 经 过 天 的 直线 . 


图 168 
2. 忆 是 8 的 内 点 。 将 这 个 图 形 射影 到 平面 m'" 上， 使 
得 S 变 成 贺 5S'， 而 卫 变 成 8' 的 中 心 P/[ 图 168(b)]。 这 时 直 
线 4/8 和 M' N' 是 8 的 直径 .因此 S' 在 4' 和 8 的 切线 4'K7 


TE i = 


”所 考虑 的 轨迹 与 P 关 于 5 的 极 线 相 重合 (参看 $ 4)。 
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和 如 /天 平行。 所 以 从 M7“ 和 六 /到 S 的 第 二 条 切线 也 平行 。 
我 们 可 以 看 到 ， 在 这 时 XX’ 的 轨迹 是 7 的 无 穷 远 站 线 。 且 / 
也 在 这 条 直线 上 。 从 而 六 的 罗 流 是 经 过 上 的 一 条 直线 。 
显然 ， 问 题 中 的 条 件 排除 了 P 在 号 上 的 情形 (如 果 上 和 
4 重合 ， 则 好 也 和 4 重合 ， 莽 且 & 只 有 一 条 切线 经 过 必 ， 此 
即 直线 AK).， 


图 169 


(b) 假如 了 在 仿 上 ， 问 题 中 的 结论 显然 是 对 的 (实际 上 ， 
如 果 忆 和 和 重合 ， 则 信也 和 重合， 不 动 点 半 和 A 重合 )。 
所 以 我 们 只 须 考 虑 下 列 两 种 情形 。 

1. 了 是 总 的 外 点 。 将 问题 中 的 图 形 射影 到 平面 Y' 上 ， 
使 得 仿 变 成 加 5S'， 且 PK 变 成 x 的 无 穷 远 克 线 [图 169(a)]， 
这 时 42 变 成 5 的 下 径 4’B’， 而 直线 AK 和 BK 则 变 成 5 
在 A' 和 Bb’ 的 切线 。 容易 看 到 RM’R'N’， 所 以 M'N’ 是 
/的 直径 。 因 此 ， 对 于 点 R' 的 每 一 种 选取 ,可 线 M'N' 总 
是 经 过 > 的 中 心 X 。 我 们 的 结论 由 此 可 以 推出 。 

2. 了 是 后 的 内 点 ( 贿 看 图 58(b))。 将 问题 中 的 图 形 射 
影 到 平面 7 上， 使 得 圆心 变 成 图 S7， 莽 且 己 变 成 S 的 中 心 
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ee 人 . 


P/[ 图 169(b)]。 这 时 AB 变 成 8 的 直径 A’B’， 而 上 则 变 成 
敢 下 于 A’B’ 的 直径 的 无 穷 远 点。 由 于 RiN’14LA'B' 和 
M’'N’LR'N’， 可 知 M'N’ 1VA4' DB 即 对 于 点 的 每 一 
种 选取 ， 直 线 M'N’ 和 A’B’ 总 是 交 于 A'B' 的 无穷 远 启 六 ^. 
由 此 即 可 得 到 我 们 的 结 诊 。 


44。(a) 假设 所 要 的 四 边 形 ABCD 已 经 作出 来 ， 命 村 
是 它 的 对 角 线 的 给 定 的 交点 ， 进 设 AB 和 CD 经 过 给 定 的 点 
天 和 天 。 把 问题 中 的 图 形 射 影 到 平面 zx" 上， 使 得 外 搂 圆 
8 变 成 圆 S/， 而 点 M 变 成 8' 的 中 心 M'， 则 ABCD 变 成 拒 形 
A’ B’C’'D’, 

现在 ， 如 果 P'Q’R'T’ 是 内 楼 于 5S’ 的 四 边 形 ， 其 对 角 线 
交 于 中 心 M/ (这 说 明 PQ’ RT’ 是 一 个 矩形 )， 且 其 边 P'Q 
经 过 /， 则 边 R'T' 必 经 过 Ki，K1 是 对 于 M' 的 对 称 点 
[图 170Ca)]。 这 样 ,所 有 内 接 于 S' 的 、 共 对 角 线 交 于 M' 且 其 
边 P'Q’ 经 过 K' 的 那些 四 边 形 ， 它 们 的 边 R'T7 都 经 过 定点 
Ki4。 由 此 可 知 ， 所 有 内 接 于 人 的 四 边 形 PORT， 如 果 它 的 
对 角 线 交 于 点 M 且 它 的 边 PQ 经 过 ， 则 它 的 边 RT 必定 都 
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经 过 一 个 定点 瑟 。 为 了 确定 Ki， 只 须 作出 两 个 这 样 的 四 边 
形 就 够 了 。 所 要 找 的 四 边 形 ABCD 的 边 CD 可 以 出 连 搂 K， 
和 工 的 直线 得 到 ， 
如 果 六 和 工 不 重合 ， 且 KZ 同 如 相交 ， 则 我 们 的 问题 有 
唯一 解 。 如 果 KiL 不 同 S 相交 ， 这 个 问题 无 解 ， 如 果 天 ,和 
工 重合 ， 则 问题 有 无 穷 多 个 解 。 

(b) 设 ABCD 是 内 接 于 圆 态 的 所 要 作 的 四 边 形 ， 它 的 
边 BC 和 DA 交 于 给 定 的 点 M， 并 且 它 的 边 4B 和 CD 分 别 
经 过 给 定 的 点 外 和 工 .将 这 个 图 形 所 在 的 平面 射影 到 平面 7 
上 ， 使 得 仿 变 成 贺 S’ 而 M 变 成 x 的 一 个 无 穷 远 点 M ， 则 四 
边 形 ABCD 变 成 以 B'C' 和 DA’ 为 底 的 梯形 4'B'C'D'( 参 
看 图 170Cb)》。 由 于 这 个 梯形 内 接 于 回 ， 所 以 它 是 等 腰 的 . 

内 接 于 贺 5S’ 的 四 边 形 P'Q’R'T'， 如 果 它 的 边 8’R’ 和 
了 T'P' 交 于 无 穷 远 点 MM , 则 必定 是 一 个 等 腰 梯 形 , 它 的 对 称 轴 
是 5’ 的 垂直 于 由 M’ 所 确定 的 方向 的 直径 1. 因此 ,假若 这 种 
四 边 形 的 边 P'Q’ 经 过 某 一 个 点 K'， 则 边 R'T' 弥 过 与 K' 关 
于 L 对 称 的 点 Ki。 由 此 可 以 推出 ， 所 有 内 接 四 边 形 PQRT， 
如 果 它 的 边 QR 和 PT 交 于 M， 上 且 边 PQ 经 过 K ， 则 它 的 边 
-RT 必定 都 经 过 一 个 定点 KL。 为 了 找 出 Kl， 只 需 作 出 两 个 这 
样 的 四 边 形 。 作 连接 K; 和 工 的 直线 ， 就 可 以 得 到 所 要 找 的 四 
边 形 的 边 CD， 

如 果 天 和 工 不 重合 ， 这 个 问题 有 了 瞧 一 解 或 无 解 ( 根 据 
站 线 ,L 是 否 同 该 圆 相交 而 定 )。 如 果 天 和 工 重 合 ， 则 问题 
有 无 多 个 解 ， 

4 全， 很 若 0 点 在 8 上， 这 个 问题 没有 意义 。 所 以 只 须 考 
虚 下 列 两 种 情形 ， 

1。 0 是 妨 的 让 点 ， 将 这 个 图 形 所 在 的 平面 射影 到 平面 
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X/ 上 ,使 得 圆心 变 成 圆 S“ ,并 且 O 〇 点 变 成 式 ” 的 一 个 无 穷 远 点 
0’。 在 这 个 射影 下 图 59 变 成 图 171Ca)， 共 中 A’Ai VB DPI J 
C/O, 

我 们 要 证 明 P’0 Yh’Ai, 内 接 于 5S’ 的 梯形 A’B’B' A 
是 等 腰 的 ，A’B’ = A1B1. 因 此 4’B’=AiBi ， 4C DB 
= 人 A1X“ Bi 这 说 明 皮 和 ,C',P',Q/ 在 一 个 贺 . 上 ， 所 以 
AX'P'Q’ = AKC = AX'C’'AI， 但 是 人 AX/'C'A!' 
= LX’A1AhA’， 所 以 人 X’P’'Q’ = XI 4 AAA， 从 而 PIC / 
A’ Ai。 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 QR 4B’'Bi。 于 是 有 P’'Q’ 1/ 
CR YA’ Ahi, 它 说 明 P',Q',R’ 在 经 过 无 穷 远 点 0 的 一 条 
直线 上 。 由 此 可 以 推出 图 59 中 的 点 了 ,CQ ,上 在 经 过 O 点 的 一 
条 直线 上 。 

2. 0 是 仿 的 内 点 。 将 图 59 射 影 到 平面 7 上， 使 得 态 
变 成 圆 S' 而 0 变 成 3 的 中 心 0 人 [图 171(b)J]。 我 们 要 证 明 
4 经 过 90。 为 此 先 证 明 


(*) A 一 So 
P， 0 B， 9' 0' B' 
其 中 Sxyz 表示 AXY2 的 面积 。 
实际 上 ， 设 XY 是 一 直线 ，jxy 是 从 0' 到 XY 的 垂 线 
段 或 它 的 长 府 ( 从 上 下 文 就 可 以 明白 它 指 的 是 线 自 还 是 长 
度 )。 则 
Sp, 0' A1 PAl .hyn 


= PIB ss 
Op, Or Br P B bd hy, [i 


《六 站 ) 
QA’ .ho, a 


oae， oO'4' 
和 一 万 了 一 
we， Os Bl QQ! 1 " fy, Bl 
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图 171 


注意 ，hx, 4 是 AX'A414/ 的 中 位 线 , 因 此 hx, 4 =XX'4/2。 
类 似 地 ，kp, ce, = Bi1C’/2. 基 次， 从 A4'Q'X' ceABiQ'C 
可 以 推出 / 

A’X’ OA’ 

BO = 0B， 


hy, 41 X’A’ QA 
所 以 ho » BC = OB 


比 外 ， 用 类 似 的 推理 可 以 得 到 


he, 4, _P’A' 
jx ae ~ 五 万 


把 这 些 关 和 采 式 代 人 等 式 (# *)， 我 们 可 以 得 到 关系 式 (*)。 

现在 ， 以 Q1 表 示 直 线 P/0/ 同 人 A4/B/C/ 的 边 4/C7 的 交 
点 。 此 外 ， 命 有 ,hs,hs, 肌 依次 表示 从 点 A1,B' ,A’,B' 到 站 
线 P'0’Q1 的 重 线 的 长 魔 ， 由 于 0’ 4 = 0/ A， 可 知 hh =h， 
类 似 地 有 和, = 几 。 因此 
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和 


Spr or A S 
所 以 5 人 = 
910' 4 910' B1 
或 
dp: Or A Se O°* A' 
水 水 水 -OA O04 
《 7 Sp, Or BB’ oo’ Or B1 


比较 等 式 ( ¥ 炒 )> 和 (《 冰 )， 我 们 得 到 


Se’ Or Ar Sg, 0O， Ar 
但 


S00 8, Sooa 

由 此 可 以 推出 点 801 和 Q/ 重 合 ， 
根据 类 似 的 理由 可 以 证 明 R/ 在 直线 OP 上。 所 以 P/， 
@“ ,R/ 在 一 条 经 过 0/ 的 直线 上 。 由 此 即 可 推出 问题 的 结论 。 


图 172 
46。 设 M ,六 ,PP 是 内 接 六 边 形 4BCDEF 的 对 边 的 交点 
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二 和 


《看 图 60 和 图 172(a)》。 由 于 从 NN 到 8 的 切线 切 8 于 AB 和 DE 
上 的 点 ， 六 AM 与 8 不 相交 。 因 此 我 们 可 以 将 图 172(《a) 射影 到 
一 个 平面 了 上 ， 使 得 总 变 成 圆 % /而 NM 变 成 x' 的 无 穷 远 直 
线 。 这 时 图 172(a) 变 成 图 172(b)， 其 中 47 有 DB/ BD’' 和 
2C2 VE ， 从 而 

LA'BLC = L/D’'E'F’, BW TBC- DBR 
由 此 可 以 推出 

LF’'A’C’ + /DCA’ 


) 


La、 LA et 
= 本 (CD +D’E’PF’) + PA + DE’F’)Y 


= CD: +DBEF/+E'A’+ AB’'C’ 


) 


图 173 


因此 47F /CD', 即 站 线 4'F' 和 DD'C' 的 交点 是 无 穷 远 点 . 
所 以 六 边 形 A'B'C’D’E’F' 的 对 边 的 交点 ,M,N' 共 线 
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《它们 都 在 "的 无 穷 远 直线 上 )。 从 而 图 172(a)? 中 的 点 P,M， 

”六 也 共 线 。 

47。 图 173(a) 中 的 六 边 形 4DiCiDPE 内 接 于 园 2， 
所 以 满足 巴 斯 下 定理 (问题 46) 的 条 件 。 将 图 173(a)7 射 影 到 平 
面 7’ 上， 使 得 ” 变 成 圆 9 ， 且 包含 大 边 形 4, BCDIEIP 对 
边 变 点 的 直线 上 变 成 了 的 无 穷 远 和 直线。 在 这 个 射影 下 天; 
形 A1B,C1D1EF, 变 成 对 边 平 行 的 大 边 形 A1B1C1D1iEiFI 
[图 173(b)], 现在 考虑 S 的 切线 A4'B’,A’F’,D’'C’，, 
D’'P' ,由 于 A1F1 CD， 由 这 些 切 线 所 确定 的 四 边 形 以 
A4'D’ 作 为 对 称 轴 ， 这 个 轴 经 过 S /的 中 心 0/， 莽 且 垂 直 于 
A1F1 和 C1Di1， 用 完 侈 类 似 的 方法 可 以 证 明 站 线 BE’ 和 
CP! 也 经 过 0/ 点， 所 以 直线 AD ,BE ,CE 共 点 。 

48。 考虑 内 接 于 给 定 贺 3 的 五 边 形 ABCDE (B,C,D， 
EE 是 这 个 贺 上 的 任意 点 )。 假 设 L 上 和 MM 分 别 是 区 线 A4B8 和 DE， 
42 和 BC 的 交点 ， 则 从 巴 斯 卡 定理 可 以 推出 5 在 4 点 的 切线 
同 边 CD 的 交点 开 在 连接 志和 好 的 直线 上 (参看 图 174 和 62 
《a)) ,因此 ， 天 可 以 单 用 宣 尺 作出 来 (由 于 它 是 CD 和 7ZM 的 交 
点 )。 连 接 4 和 天 的 站 线 就 是 所 要 的 切线 。 


图 174 . 图 175 
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汪 注意， 在 作 这 个 图 时 ， 可 以 将 自己 仅 限于 包含 4 
的 任意 小 的 一 段 圆 弧 内 (点 C ,D ,E,F 可 以 在 这 自强 上 先 
取 )。 这 个 事实 我 们 在 后 面 要 用 到 
49， 考 虑 内 捷 于 圆 8 的 六 边 形 ABCDEX， 共 中 4 和 X 
是 直线 1 同 8 的 交点 , 而,C ,D,E 则 是 各 六 上 的 任意 点 
《图 175)。 用 KK , 工 ，P 分 别 表示 丁 线 4X( 即 上 ) 和 CD,AB 和 
DE，BC 和 EX 的 交点 。 则 根据 巴 斯 卡 定理 (参看 问题 46) ， 
工 , 忆 共 线 。 因 此 ， 我 们 可 以 只 用 直 尺 先 找 出 PC 作为 BC 和 
KL 的 交点 )， 再 找 出 关 ( 作 为 PE 和 1 的 交点 )。 


i 2 . i - 


50。 考 虑 (退化 的 ) 六 边 形 AF’BMFN( 图 65)。 根 据 孝 
上 良 松 定理 ， 直 线 FF 应 该 经 过 直线 AM 和 BN 的 交点 0 (图 
176)。 通 过 考虑 适当 的 六 边 形 ， 我 们 可 以 类 似 地 证 明 蔓 线 
DD!' 和 EE’' 出 经 过 点 。 


4 


51。 如 果 4 在 圆 ? 外 部 (4>1)， 而 4C 和 4D 是 从 4 到 9 
葛 两 条 绪 线 ， 则 4 的 极 线 4 和 CD 重合 ， 并且 44L0Ah( 参 看 
第 86 页 ) . 设 P 是 LD 和 04 的 交点 [图 177(a)], 由 于 和 人 OCAhco 
“人 OPC,， 有 0A/0C =0C/0P, 或 OP=0C:/0A=1/d, 这 
就 是 我 们 所 要 证 的 . 


图 177 


如 果 4 在 ” 上 (4 =1)， 则 定理 是 显然 的 。 如 果 有 4 在 S 的 
内 部 (4 过 1)，P 是 经 过 A 点 慌 直 于 04 的 本 线 ， 而 PP 是 了 的 
极点 ， 则 了 在 直线 04 上 ， 并且 在 S 外 部 [图 177Cb)]。 我们 
可 以 如 上 推出 D4 = 1/OP， 或 OP=1/04 =1/L。4 的 极 线 a 
是 04 的 经 过 已 点 的 垂 线 (参看 第 86 页 定理 2)。 因 此 OP 是 从 
0 到 a 的 距离 ， 而 这 个 距离 就 是 1/d。 

注 ”用 同样 的 方法 可 以 证 明 ， 如 果 3 的 侍从 是 r ， 则 从 
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| 


0O 到 4 的 极 线 a 的 距离 是 r?/d. 

52， 设 Pl 是 04A 和 4a 的 交点 ，1 
是 OB 和 5， 的 交点 (图 178)。 考 虑 直角 
梯形 04PC 和 CBQP:， 对 它们 有 
.40Q,= LBOP,。 由 问题 51，04。 
OP, = 0B .00=720 是 的 秆 径 )， 
所 以 04/08 =001/0P,。 由 此 可 知 
这 两 个 梯形 相似 (用 中心 为 0 点 ， 系 图 178 
数 为 kK = 4/08 = O81/0 了 ,的 伸缩 ， 
然后 再 对 人 A08B 的 平分 角 线 作 反 射 ， 从 OBCP: 可 以 得 到 
OAPQ,)。 因 此 04/AP = 0B/BE (OA 和 0B, 4P 和 BQ 是 这 
两 个 梯形 的 两 对 对 应 边 )， 这 就 是 我 们 所 要 证 的 。 

53, 《a) 设 P 和 8 是 S 的 这 个 内 接 四 边 形 的 对 边 的 交 反 ， 
及 是 它 的 对 角 线 的 交点 。 从 定理 1 可 知 尺 是 PQ 的 极点 (参看 
图 73(a))。 这 就 得 到 我 们 所 要 证 明 的 定理 ， 

(b) 设 4 ,Bi ,CD 是 3 的 外 切 四 边 形 ABCD 的 边 同 3 
的 切 点 (图 57)。 则 四 边 形 ABCD 和 4:DiCiDi: 的 对 角 线 的 交 


点 重合 (参看 $ 3 ， 问 题 40(a))。 这 两 个 四 边 有 形 的 对 边 交 点 
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的 连 线 也 重合 (证 法 和 问题 40(a) 的 解法 相 类 似 )。 从 (a) 可 以 
得 到 所 要 的 结果 。 

54， 从 4 到 圆 ” 的 两 条 切线 的 切 点 同 ” 与 人 的 极 线 & 的 
交点 相 重 合 ( 参 看 第 85 页 ), 于 是 单 用 直 尺 容易 作出 4a 来 (参看 
图 66Cb))。 把 SS 与 a 的 交点 用 直线 和 A 和 点 相 联 结 ， 就 可 以 得 
到 这 两 条 切线 。 

55。 设 4DBD:4: 是 圆 ” 的 内 接 四 边 形 , 并 设 边 44: 和 了 B， 
交 于 点 己 ， 边 4B 和 4:B 交 于 点 DOD 而 对 角 线 AB, 和 A1B 交 于 
点 Q@。 则 己 的 极 线 p 是 直线 CQ[L 图 179(a)]。 由 此 可 知 是 
了 关于 一 对 直线 4D 和 AD 的 极 线 (参看 8 2 ， 问 题 17(a7)。 
因此 ，Pp 是 直线 OP 上 任意 一 点 关于 直线 AB 和 A418 的 极 线 
《参看 问题 17(a))。 容 易 证 明 ，A1B, 是 4B 的 任意 一 点 关于 班 
线 OP 和 PP 的 极 线 .( 为 此 ， 只 要 将 平面 7 的 四 条 站 线 AB， 
A1B, ,OP, 7 射影 到 另 一 个 平面 XX’ 上， 使 得 0P 是 的 特殊 直 
线 。 这 时 AB 和 A1B, 变 成 平行 惠 线 A’B’ 和 A181，0OP 变 成 平 
面 7' 的 无 穷 远 直线 0’P'， 而 7 则 变 成 由 4'B' 和 A1B1 所 确 
定 的 带子 的 中 位 线 p 和 图 179(b)]j。 从 一 点 关于 一 对 直线 的 极 
线 的 定义 ，A1B1 是 直线 4/B' 上 任意 一 点 了 “关于 直线 p' 和 
OO“ 了 的 极 线 ( 参 看 问题 17(a) 的 解答 )。 从 而 41B. 是 P' 在 站 
线 4B 上 的 原 象 了 关于 直线 p 和 0P 的 极 线 )。 因 此 ， 给 定 了 


图 179(b) 
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直线 OP, p ,45， 我 们 可 以 只 用 直 尺 作出 直线 4;B,。 那 就 是 
画 两 条 相交 于 直线 48 上 的 点 了 的 直线 了 A441 和 PBB.(4 和 5 
在 PP 上 ， 而 41 和 Bi; 则 在 OP 上 )， 然 后 从 直线 4B1 和 BA 的 交 
点 名 到 直线 Pp 和 4B 的 交点 0 作 连 线 ， . 

现在 回来 解 我 们 的 问题 。 设 了 是 一 条 任意 直线 ， 它 与 【 
交 于 某 一 个 点 O ， 基 与 给 定 的 弧 交 于 点 M 和 以 (Pp 与 给 定 强 
的 交点 可 以 与 弧 的 端点 重合 。 我 们 所 需要 的 只 是 P 不 与 1 平 
行 ， 以 及 MN 小 于 半圆 )。 2 关于 。 的 极点 P 是 3S 在 训 和 信 
的 切线 的 交点 , 它 可 以 只 用 下 尺 作出 来 (例如 ,参看 问题 48, 特 
别 是 它 的 解答 后 面 的 附 注 ， 也 可 以 用 $4 的 定理 1)。 现 在 
假设 1 与 S 交 于 点 4 和 8B8(《 这 两 个 点 是 我 们 要 定 的 )。 直 线 
PA 和 PB 与 S 还 交 于 另外 两 个 点 4 和 Bi( 图 180)。 正 如 我 们 
在 上 面 证 明 的 ， 给 了 站 线 42( 即 ! ) 和 Pn， 就 能 够 只 用 站 尺 
作出 A.B, 来 。 注意 ， 如 有 直线/ 在 MOP 的 外 部 ( 那 时 ! 与 
5 相交 而 不 与 MN 相交 )， 则 A1B, 穿 过 和 MOP 的 内 部 ， 因 此 


图 180 图 181 
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它 或 者 与 8 不 相交 (这 时 / 与 不 相交 ， 点 4 和 有 不 存在 )， 
或 者 与 MN 交 于 点 41 和 B,。PAh, 和 PB 与 1 的 交点 就 是 所 要 

在 41 和 Bi, 重合， 即 直 线 A.B. 是 5S 在 4: 的 切线 的 情形 。 
我 们 留 给 读者 去 仔细 考虑 。 这 时 了 上 是 S 在 相 线 PA, 和 [ 的 交 
点 4 处 的 切线 : Pp 是 P 关 于 理 线 OA 和 04: 的 极 线 。 

56. 在 图 72(b) 中 ， 直 线 久 是 从 如 到 以 4 为 中 心 ，a 为 个 
径 的 圆 S 的 切线 。 因 此 ， 不 必 面 出 S， 我 们 可 以 用 丕 行 直 尺 
面 出 从 任意 一 点 8 到 3 的 两 条 切线 LL 和 !,( 图 181， 自然 ， 点 B 
必须 在 S 外 部 )。 现 在 , 设 B 是 1! 上 的 一 点 ， 上 是 1 关于 5 
的 极点 ， 并 设 mri 和 机 ,是 从 上 到 SS 的 切线 ， 由 直线 卢 ,Ls ,Tt , ms 
所 构成 的 四 边 形 的 对 角 线 的 交点 Q 在 1 上 (参看 8 3 ， 问 题 
40)。 由 此 可 知 8Q( 即 1 ) 是 上 关于 直线 和! 的 极 线 ， 而 BL 
则 是 避 关 于 0 和 /的 极 线 (参看 8$ 2 ， 问 题 17(a)) 。 所 以 BL 
是 4 上 的 每 一 点 关于 和! 的 极 线 ( 参 看 问题 17Ca))。 由 于 ! 
是 给 定 的 ， 大 且 红 和 !s 可 以 作出 来 ， 因 此 直线 BL 能 够 只 用 直 
玉 作 出 来 。 

用 类 似 的 方法 可 以 找 出 直 线 C 了 上， 其 中 C 是 在 S 外 部 的 
上 上 的 另 一 个 点 。 从 而 工 是 BL 和 CL 的 交点 。 可 以 用 平行 直 
及 作出 来 的 从 工 到 ”的 切线 m: 和 me， 与 ! 交 于 所 要 找 的 点 X 
和 Y.. 

(如 果 ! 不 与 3 相交 ， 则 上 在 5S 内部， 从 工 到 S 没有 切 
线 。) 

57。 设 4 是 A 关于 图 5 的 极 线 。 假 如 我 们 用 一 个 中 心身 
影 将 5S 射影 到 贺 5 上 , 且 A4 变 为 点 A, 则 直线 a 变 为 4 关于 的 
极 线 3。 类 似 地 ,在 这 个 射影 下 ， 直 线 关于 S 的 极点 卫 变 
域 直线 2 关于 人 的 极点 万， 这 里 5 是 b 的 象 。 现 在 我 们 戎 虑 
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图 182 


三 角形 ABC 和 AB'C’ 关 于 3 的 各 种 可 能 的 位 置 . 

1” 假 定 仿 4BC 至 少 有 一 个 顶点 (例如 和 A) 在 SS 内部。 将 
我 们 图 形 的 平面 + 射影 到 平面 x ' 上 ,使 得 5 变 成 圆 $ ,而 4 变 
成 5 的 中 心 4。 在 这 个 射影 下 ， 我 们 的 图 形变 成 图 182 中 的 图 
形 ， 其 中 4' 是 BC 的 极点 ， 直 线 AC 和 4B 的 极点 8 和 C’ 变 成 
5 的 直径 4C 和 4B 的 极点 ， 即 变 成 与 40 和 A 记 正 交 的 方向 相 
对 应 的 无 穷 远 点 8 和 0'( 参 看 图 182 和 67(b))。， 由 此 可 知 
B65’ 和 CC 是 八 46C 的 高 线 。 由 于 44 是 八 480C 的 第 三 条 
高 线 CZC 的 极点 4 在 从 & 的 中 心 4 到 直线 B06 的 疏 线 上 )， 查 
线 44’,BB’ ,CC' 共 点 。 因 此 AA’,BB’ ,CC 共 点 。 

2" 假定 和信 4BC 至 少 有 一 条 边 不 与 S 相交 ,这 时 
俯 4’8C' 的 对 应 的 顶点 在 5 内部， 我 们 可 以 将 情形 1" 中 约 
论证 用 到 人 和信 A’B'C’ 上 . 

3” 最 后 ,假定 俯 AbC 的 所 有 顶点 都 在 S 外 部 , 并且 它 的 
边 没有 一 条 整个 地 在 ”的 外 部 。 这 时 ， 我 们 的 定理 可 以 归结 
为 问题 39(b) 中 的 定理 ， 
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58， 设 人 4BC 和 A4i BiCi 的 边关 于 圆 3 的 极点 分 别 是 
A’',B’,C’ 和 A1 ,Bi1,C1( 图 183), 根 据 定理 2，B’'C’ 是 4 的 
极 线 ， 而 8C/ 和 B101 的 交点 KK 则 是 AA1 的 极 扩 。 类 似 地 ， 
直线 4A’C’ 和 A1C1，A’B’ 和 Ai1B1 的 交点 上 和 XM “分 别 是 直 
线 BB, 和 CC 的 极点 。 因 此 KL' 是 44, 和 BB 的 交点 的 极 
线 。 根 据 假 设 ， 由 于 CCi 经 过 0 点 ，CCi 的 极点 M 在 和 直线 
上 'L’' 上 .所 以 点 K',L’,M' 共 线 , 根据 德 札 尔格 定理 (82, 问 
题 22), 直线 4’A1,B’Bi1,C’'Ci 共 点 ,这 就 是 我 们 所 要 证 的 ， 


2 图 184 


图 183 


59。 考 虑 三 角形 4BC ， 它 关于 以 0 为 中 心 的 圆 是 自 配 
极 的 (图 1842。 由 于 4 的 极 线 BC 与 04 垂 站 ，Q 在 人 48C 的 
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高 线 47 上 。 类 似 地 ，O0 也 在 其 它 两 条 高 线 BQ 和 CR 上 。 因 此 
O 是 人 48C 的 垂 心 。 其 次 ， 由 于 A 和 了 了， B 和 0Q,， C 和 下 中 
的 每 一 对 点 都 在 0 的 同一 侧 ， 所 以 人 A4BC 是 钝 角 三 角形 。 使 
得 一 个 钝 角 三 角形 工 关 于 它 是 自 配 极 的 圆 S 是 唯一 的 ， 这 是 
因为 它 的 中 心 0 是 工 的 高 线 的 交点 ,而 它 的 人 持 径 7 由 关系 
fr?=0O0h .OP=0B.00=0OC .OR 确定 (参看 问题 51)、( 最 
后 三 个 乘积 之 所 以 相等 ， 是 由 于 人 0AQc> 八 0BP, 人 0ARo 
人 0OCP .容易 验证 ,r=2Rv /cosAcosBecosC， 其 中 R 是 八 ABC 
的 外 接 贺 侍 径 。) 
\ 


图 185 


60。 在 配 极 下 辐 题 17(a) 和 17(b) 中 的 定理 互相 变换 《 因 
此 只 要 永明 其 中 的 一 个 戴 够 了 )。 问 题 21(a) 和 21(b) 中 的 定 
理 以 及 问题 22 的 定理 及 其 逆 定 理 也 都 互相 变换 。 关 于 后 一 对 
定理 ， 由 于 两 个 陈述 是 互相 等 价 的 (参看 问题 22 的 解答 后 面 
的 附注 ) ， 作 配 极 大 不 能 导致 任何 新 的 结果 。 问 题 23 中 的 定 
理 也 变 成 一 个 等 价 的 定理 (由 于 这 个 定理 实际 上 与 问题 22 中 
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鸥 定理 相 同 ， 和 看 问题 23 的 解答 》。 类 似 地 ， 对 问题 25 和 26 中 
的 定理 作 配 极 也 不 能 得 到 新 的 结 采 在 配 极 下 这 些 定理 变 成 
它们 自己 《在 3$2 中 陈 令 的 定理 经 过 对 侦 得 到 新 的 珍 壕 除外 ， 
术语 “透视 的 三 角形 ” 指 的 是 从 一 条 直线 而 不 是 从 一 个 点 透 
视 的 三 角形 从 建 工 这 两 个 概念 的 等 价 性 的 德 礼 尔 烙 定理 来 
酒 ， 这 种 改变 没有 什么 关系 ) 。 

在 配 极 了 问题 27 中 的 定理 变 成 下 列 定理 :如果 三 个 三 
形 ABC ,A1BiC1, 4,B,C, 放 在 一 个 平面 上 ， 使 得 点 4, 4 4。 
在 直线 4 上 ，B,B,,B, 在 直线 + 上 ，C,C1,C, 在 直线 p 上 ， 
着 且 直线 p ,9 ,7 共 点 (图 185), 则 由 德 札 尔 格 定理 ， 包 含 三 
角形 ABC 和 4 DC，4BL 和 4;DB:C。 APIC 和 A,B,C, 的 
对 应 边 的 交点 的 三 条 直线 共 点 ; 换 和 侣 话说， 如 果 三 个 两 两 透 
视 葛 三 角形 前 透视 中 心 重合 ， 则 它们 的 透视 轴 共 点 。 

在 问题 28 中 的 定理 变 成 一 个 等 价 的 定理 (希望 读者 把 它 
氢 述 出 来 ) 。 要 弄 和 祖 楚 这 一 点 ， 只 须 注 意 在 问题 28 的 陈述 后 

ee A 
。 这 个 问题 是 $2 中 问题 24(b) 的 对 偶 ， 所以， 一 种 解 

二 是 对 n 条 直线 和 站 个 点 作 一 次 配 极 变 换 〈 关 于 圆 ) 。 直 
线 ,Ls ,ln 变 成 1 个 共 线 的 点 上 1 ,上 ,,… ,Ln 而 号 M,, 
人 MM.,… ,M, 则 变 成 n 条 直线 和 ,ma ,人 as。 至 上 此， 我们 可 以 
知道 〈 问 题 24(b77 如 何在 由 直线 mi,ma,… ,mn 构成 的 ?7” 边 
和 n 边 形 B1B,* B，， 使 得 它 的 过 分 曾经 过 点 
荆 , 荆 ,… ,Ln。 然 后 ， 从 这 个 n 边 形 B18B,… Bs 通过 关于 5S 的 
配 极 ， 可 以 得 到 所 要 的 n 边 形 有 4 A A 

这 个 问题 也 可 以 用 另 一 种 方法 来 解 ， 这 种 方法 不 需要 作 
辅助 的 n 边 形 BB,…B,。 在 解 问题 24(b) 时 我 们 合 经 证 
戎 ， 如 果 一 个 n 边 形 的 -1 个 顶点 在 7n~1 条 定 直 线 圭 ， 苦 
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且 它 的 边 分 别 经 过 共 线 的 2 个 定点 ， 则 它 的 第 了 个 顶点 在 一 
条 定 赴 线 上 上 .这 条 直线 可 以 通过 作 两 个 这 种 1 边 形 找 出 来 . 
利用 对 饮 原 理 ， 我 们 可 以 断定 :假如 一 个 ni 边 形 的 n -1 条 边 
分 别 经 过 7 一 1 个 点 M1,MM,,… Mn ii， 并且 它 的 顶点 分 别 在 
n 条 共 点 的 直线 4,s,… ,ln 上 ， 则 它 的 第 n 条 边 经 过 一 个 
定点 MkM 或 是 通常 的 点 ， 或 是 无 穷 远 点 )。 这 个 点 M 可 以 通 
过 作 两 个 这 样 的 半边 形 确定 。 作 人 M 和 以 ,的 连 线 ， 我 们 就 可 
以 得 到 所 要 的 ” 边 形 A14,… A 的 边 4s4。 不 难 确定 这 个 
多 边 形 的 基 它 的 边 。 如 果 好 是 通常 点 关 且 不 与 Mn 重合 ， 则 
这 个 问题 有 了 礁 一 解 。 如 果 A 从 与 M。 重合 ， 这 个 问题 不 确定 。 
如 果 刘 是 一 个 无 穷 远 点 ， 则 当 由 Ms 所 确定 的 方 向 与 或 
不 盏 行 时 ， 这 个 问题 有 唯一 解 ， 否 则 无 解 。 

62. 设 44:4:4, 是 一 个 四 边 形 ，7 是 它 的 对 边 交点 的 
连 线 ， 点 忆 和 @ 是 它 的 对 角 线 P 和 4 与 n 的 交点 ，b1 ,5b, ,bs， 
2 是 它 的 项 点 到 己 和 以 的 连 线 。 双 设 mi ,m,n ,14 ,1mg ,Me ， 
m7 ,Ma 是 四 边 形 4 44s44 的 项 点 到 由 直线 Bb,b,,bs,b 构成 
的 外 接 四 边 形 BB,BsB, 的 顶点 的 连 线 (看 图 186) 。 根 据 对 
偶 原 理 ， 从 问题 36(a)- 一 (4d) 中 的 定理 可 以 推出 ， 

《a) mw 和 ms，m。 和 ?6,1ms 和 和 m7， 和 ms 的 交点 在 
直线 ?2 上。 

《b》m。 和 ms，ms 和 my 的 交 点 在 4 上 ，mi 和 me，ms 
和 ?ms 的 交点 在 DP 上 。 

《c》 mi 各，fs 和 8， 和 my，ms 和 me 的 交点 在 
对 角 线 A1A。 和 4,A4 的 交点 周边 A1A, 和 4A,A; 的 交 点 的 连 
线 上 ，; mi 和 me、mr 和 ms,ms 和 ms 和 ms 的 交点 在 对 和 骨 
线 4,A4, 和 4,A, 的 交点 同 边 A14, 和 A,A, 的 交点 的 连 线 上 。 

(d) mi 和 mm，ms 和 ?m1，b 和 ms,b, 和 tme; tr。 和 m6， 
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me 和 me， 妇 和 ma，b; 和 mr ms 和 me，mi 和 m1,b1 和 rm， 
as 和 mei mr 和 me,ms 和 ms,bl 和 ms,bs 和 m 的 交点 , 分 别 
在 经 过 对 角 线 交点 的 四 条 直线 上 ， 

利用 对 偶 原 理 ， 从 问题 37(a) 一 (c) 中 的 定理 可 以 推出 下 
列 定理 。 设 ABCD 是 一 个 四 边 形 ， 工 是 经 过 顶点 4 的 十 线 ， 
2 是 连接 8 到 直线 CD 和 1 的 交点 的 直线 ，3 是 连接 CC 到 得 
线 DA 和 2 的 交点 的 昔 线 ，4 是 连接 只 到 直线 4B 和 3 的 交 
点 的 直线 ， 等 等 〈 图 187) 。 则 

(a》 绕 这 个 四 边 形 的 所 有 顶点 三 周 所 得 到 的 直线 13 与 初 
始 直 线 1 重合 (显然 ， 这 个 定理 等 价 于 问题 37(a) 中 的 定 
理 ) 。 4 

(b) 直线 1 和 7，2 和 8，3 和 9 等 等 的 交点 在 连接 这 
个 四 边 形 对 边 交 点 的 直线 上 。 

《c) 昔 线 1 和 2，7 和 8; 2 和 3，8 和 9; 3 和 4， 
9 和 10 壬 等 的 交点 的 连 线 ， 经 过 这 四 边 形 的 对 外线 的 交 

问题 38Cb) 中 的 定理 变 成 下 列 定理 : 从 一 直线 0 与 人 ABC 
的 边 的 交点 到 对 顶点 作 连 线 ， 设 A418.C, 是 由 这 三 条 直线 所 
确定 的 三 角形 。 命 是 任意 一 点 ，aipbici 是 从 人 A 人 4:BiCi 的 
硕 点 到 0 点 的 连 线 ,着 设 A,,B,,C。 是 直线 a1,b1,01 同 


B 
图 187 图 188 
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和 人 ABC 的 对 应 边 的 交 点 (图 188) 。 则 直线 44.,BD, ,CC 
交 于 一 点 。 

。 在 配 极 变 换 下 ， 问 题 39(a) 中 的 定理 变 成 下 述 定 理 ， 
设 E,F,G 是 八 ABC 的 边 与 它 的 内 切 圆 的 切 点 ， 则 A4BC 
的 边 与 人 EFG 的 对 应 边 的 交点 共 线 (图 189) ， 


图 189 


问题 39(b) 中 的 定理 变 成 下 述 定 理 。 设 4BC 是 一 个 三 角 
形 ，” 是 与 4B ,BC ,A4C 相交 的 圆 。 又 设 a1,b1,c1 是 从 A， 
8,，C 分 别 到 3 的 煞 线 的 切 点 的 连 线 (图 190》。 则 &1,b1 ,ot 
与 人 4ABC 的 对 应 边 的 交点 共 线 中 。 

问题 40(a) 中 的 定理 变 成 下 述 定理 。 设 4:piCiD, 是 加 S$ 
的 外 切 四 边 形 ，4 ,DB,C ,局 是 它 的 边 与 的 切 点 (图 191》 。 则 
四 边 形 ABCD 的 对 边 的 交点 在 A1B8.C1D, 的 对 边 交 点 的 连 
线 上 。 在 一 次 配 极 下 问题 40(b) 中 的 定理 变 成 它 自 身 。 

问题 41(a) 一 (c) 中 的 定理 变 成 下 列 定 理 。 设 4BCD 是 
圆 3 的 外 切 四 边 形 ，! 是 它 的 对 边 交 点 的 连 线 ， 光 和 nn 是 由 
这 个 四 边 形 的 对 角 线 所 确定 的 直线 。 则 ， 

《a) 如 果 ” 的 外 切 三 角形 的 两 个 顶点 在 三 条 直线 ! ,m 
n 中 的 两 条 上 ， 则 第 三 个 项 点 在 其 中 的 另 一 条 直线 上 。 

(b) ”有 无 穷 多 个 其 对 角 线 在 直线 由 和? 上 的 外 切 四 边 


”根据 德 札 尔 格 定 理 ， 从 问题 39(a) 和 (b) 中 的 定理 经 过 配 极 所 得 到 的 定 
再 等 价 于 在 这 些 问 题 中 亡 味 述 的 结 时。 
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图 190 图 191 


图 192 


poe he ee fe i i ee i i 


形 。 所 有 这 些 四 边 形 的 对 边 交 点 的 连 线 和 ! 重合 。 

(c) S 有 无 穷 多 个 外 切 四 边 形 ， 它 们 都 有 一 条 对 角 线 在 
抽 上 ， 并 且 对 边 交点 的 连 线 都 是 1 。 这 种 四 边 形 的 另 一 条 对 
角 线 在 n 上 。 : 

问题 43(a) 和 (b) 中 的 定理 变 成 下 列 定理 。 给 定 一 个 圆 8 
和 SS 外 的 一 个 点 二 ， 以 及 经 过 工 的 一 条 直线 p， 表示 从 了 上 
到 $ 的 切线 的 切 点 4 和 呈 的 连 线 。 则 有 

(a) 假若 M 是 p 上 的 动 点 ， 则 从 M 到 4 和 召 的 每 一 对 连 
线 同 8 的 另外 一 对 交点 的 连 线 x 都 和 大 交 于 一 个 定点 天 
5 图 192(a7]。 

(b) 假若 S 的 一 条 切线 + 交 p 和 了 了 点 V 和 U， 则 从 UV 
和 V 到 5 的 另 一 条 切线 的 交点 在 经 过 上 的 一 条 枉 线 上 『 苹 
192Cb)]. 

问题 45 中 的 定理 变 成 下 述 定 理 。 设 4 和 41,b 和 hh，¢ 
和 6 分 别 是 从 直线 o 上 的 点 KK ,L,M 到 圆 S 的 切线 ， 则 从 
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由 4 ,b ,6 所 构成 的 三 角形 〈 图 193 中 的 阴 影 部 分 ) 的 顶点 . 
到 yx 与 ai,bi,601 的 对 应 的 交点 的 连 线 交 于 0 上 的 一 点 。 
问题 46 和 47 中 的 定理 在 配 极 下 互相 变换 。 

问题 50 中 的 定理 变 成 下 述 定 理 , 设 7? ,s ,上 是 人 A4BC 的 
外 接 加 在 顶点 4 ,B,C 的 切线 ，M,N ,PP 分 别 是 边 BC ,CA， 
AB 与 一 条 直线 4 的 三 个 交点 。 相 线 AM,BN ,CP 与 这 个 外 
接 贺 前 另 一 个 交点 以 及 ,5 ,了 表示 。 则 直线 RS 和 上 ,ST 和 
r ,TR 和 Ss 的 交 操 在 9 .上 (图 194)， 

64 。 在 配 极 变 换 下 问题 42 中 的 定理 变 成 下 述 命题 : 设 P 
是 一 条 直线 ，8 是 一 个 圆 ， 从 了 上 一 点 到 5 的 每 一 对 切线 确 
定 一 条 中， 则 所 有 这 些 汞 经 过 同一 个 点 〈 图 195) 。 

65。 这 个 问题 与 前 一 节 中 的 问题 4 对偶 〈 在 直线 不 与 
相交 的 情形 对 应 于 问题 44Ca)， 在 与 3 相交 的 情形 对 应 于 问 
题 444b))。 因 此 这 个 问题 可 以 解答 如 下 ， 关 于 给 定 闻 S 的 配 
极 将 这 个 问题 变 成 问题 44。 在 解决 后 一 个 问题 以 后 我 们 得 到 
一 个 四 边 形 ， 从 这 个 四 边 形 通 过 配 极 可 以 得 到 所 要 的 四 边 
形 。 然 而 ， 在 目前 的 情形 下 ， 我 们 无 须 首 先 解 问题 44， 这 个 
问题 的 解 基于 一 个 命题 ， 这 个 命题 在 配 极 变换 下 变 成 下 述 命 
题 ， 假 如 给 定 阅 ”的 一 个 外 切 四 边 形 ABCD 的 项 点 4 和 CC 
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在 直线 上 上 ， 且 顶点 有 在 直线 六 上， 则 顶点 局 在 某 一 条 定 走 
线 信 上。 直接 利用 这 个 命题 就 不 难 解答 我 们 的 问题 (参看 问 
题 44(a7 和 (pb)7 的 解答 )， 

68。 设 M,N ,PP 分 别 是 在 A4BC 的 边 4B ,BC,CA 或 其 
延长 绕 上 的 三 个 点 (图 196) 。 在 配 极 变换 下 A4BCc 变 成 
和信’8‘C7, 它 的 边 4,b,e 分 别 是 点 4 了 ,的 极 线 ， 而 点 A， 
N 分别 变 成 经 过 点 4 ,A’,B’' 的 直线 m,n,p。 设 M’,N'， 
P' 是 m,n,p 同人 入 4’B’C’' 的 边 的 交点 。 我 们 想 要 找 出 表达 
式 


AM BN CP »? A'M’ BN’ CP’ 
BT CN B’M” “ ON’ * A7P7 
之 间 的 关系 . 


ty 


CA 7)。 由 正 兹 定律 ， 我 们 有 


| _sin/A’C’M?’ 
C’M’| sinG747M7 


和 B’M’I sin LB’'C’M?’ 
C7AIT7 | ~ sin AC’B’*M’* 

由 此 可 以 推出 A4’M'/B’M' 的 绝对 值 等 于 
sin SA GN /nSB EM 


sin ACA’M’ 


_ sin AC BM!’ /SA M 
~ sin /AC’A’M’ / sin/A’C’M’"* 


大 家 知道 ，A 的 级 线 垂直 于 04， 其 中 0 是 作 配 极 变换 
的 圆 " 的 中 心 (参看 第 86 页 )。 因 此 CDB' 上 0O4,C74/ LOB， 
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A’B’1 OC， 所 以 
sin/C’B’'M’=sin/ AOC, sin/C’A’M’=sin/ BOC.,. 
(LC’B’M’ 和 A0C 的 边 耳 相 焉 星 ， 对 于 人 <C A’M” 和 
BoOC5 也 是 如 此 ， 因 此 它们 相等 或 下 补 ， 从 而 它们 的 正 引 
相等 .) 于 是 
sinALL DAM sin AOC 


sin/C’A’M’ sinABOC 
目 于 CAM LO 好 ， 类 似 地 有 有 


sin /BbB’C’M’ sin AOM 
sinAA’C’M’ sin LBOM" 
下 面 对 后 一 个 表达 式 再 作 些 变化 。 为 此 我 们 用 丙种 方法 
计算 人 A0M 和 八 BOM 的 面积 ， 并 作 它 们 之 上 比 : 


3A0. OM.sin AOM | | LAM.h,, 


DaAow _- 


Spow | 1.B0.0M,sinZ BOM 


[| 


2 
1 BMeh,, 
2 


《在 这 里 hs 吉 示 和信 A0OM 和 八 BOM 的 公共 高 ) 。 从 后 一 个 
等 式 我 们 容易 得 到 
sinA AOM _ |0OB.AM 
sin /BOM |I0OA.BM|* 
因此 比值 A’M’/B’M’ 的 绝对 值 等 于 


sin AOC (0 B AM ) 
sin /BOC / \OA BM 


AM/ BM'\sin ZBOC “ 0B 


用 类 似 的 推导 可 以 证 明 ， 上 比值 BN’/C’N' 和 CP’/A'P’ 
的 绝对 值 分 别 等 于 


1 sn AOC DA ) 
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i i 四 


sinZCoB 0C 
人 CP/AP “ sin TAOB OA 


把 这 三 个 式 子 乘 起 来 ， 可 以 知道 表示 式 


AM .BN.CP 利 ] A MY 中 BN’ 章 人 P’ 
BM CN AP ™ Bi “CN7 “AP 
的 绝对 值 互 为 倒数 ， 


现在 只 需要 再 弄 清 这 些 表达 式 的 符号 之 间 的 关系 。 为 简 
单 起 见 ， 假 定 S 的 中 心 0 点 在 AABC 的 内 部 。 我 们 有 04 上 
B'C'，0B A’C'，OM._LC'M’'， 这 说 明 ， 基 OM 介 于 OA 
和 08B 之 间 ， 则 C’M’ 在 A’'C’B' 的 外部， 而 如 果 OM 在 
”及 4A0B 的 外 部 , 则 C’M’ 介 于 C’A’ 和 C’B’ 之 间 ( 参 看 图 196 中 
这 些 直 线 的 相互 位 置 )。 由 此 可 知 比 值 4M/BM 和 A’M’/ 
B M/ 反 号 。 用 同样 的 方法 可 以 证 明 上 比值 BN/CN 和 B'N’/ 
CN’', CP/AP 和 C’P'/A’P’ 也 反 号 ,这 就 证 明了 末 达 
式 

AM BN CP 和 A’M!’ ,BN!’ CCP’ 
万 了 EN APF BM ‘UN Arp” 
反 号 D 。 总 之 ,我 们 有 
CF) HM BN CP 1 
BrM’ CN’ APp ~ AM BN OFP: 
BM' CN ' AP 
根据 配 极 的 性 质 A ， 当 且 仅 当 点 M，N，, 了 共 线 时 ， 交 


由 可 以 证 明 ， 当 5 的 中 心 在 和 43C 的 外 部 时 这 个 结论 仍然 成 立 ， 我 们 把 对 
各 种 可 能 情况 的 讨论 留 给 读者 . 
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线 4N，BP CC M 交 于 一 点 (或 平行 )。 从 这 个 事实 和 
公式 〈#) 可 以 推出 ， 在 配 极 变换 下 塞 下 定理 和 梅内 劳 斯 定 
理 互 相 变换 。 所 以 我 们 只 需要 证 明 其 中 的 一 个 。 

67. 设 4BC 和 48BC 是 两 个 透视 的 三 角形 ,44 ,3Di， 

CG 的 交点 2 是 透视 中 心 〈 看 第 37 页 ) ,考虑 关于 以 0 为 中 心 
的 圆 ” 的 配 极 忆 。 根 据 配 极 的 性 质 B ,了 和 将 人 A4BC 和 人 A4 PC 
变 成 其 边 两 两 平行 的 两 个 三 角形 。 这 样 的 三 角形 通过 一 个 平 
移 或 一 个 中 心 相似 互相 变换 (参看 《几何 变换 》 第 一 册 ， 第 一 
章 ， $1 和 《拓扑 学 的 首要 构 念 》 第 14,15 页 )。 但 是 这 些 三 
角形 的 对 应 顶点 的 连 线 共 点 或 平行 , 根据 配 极 变换 的 性 质 A， 
我 们 可 以 断定 俯 ABC 和 人 入 A\B1C1 的 对 应 边 的 交点 基线， 

利用 对 偶 原 理 ， 从 德 杞 尔格 定理 的 第 一 部 分 可 以 推出 定 
理 的 第 二 部 分 ， 后 者 是 说 ， 假 若 两 个 三 角形 从 一 直线 透视 ， 
则 它们 从 一 个 点 透视 〈 要 证 明 这 一 点 ， 我 们 只 要 对 与 这 个 定 
理 的 第 一 部 分 相对 应 的 图 形 关 于 任意 一 个 圆 作 一 次 配 极 ， 参 
看 问题 60)。 

68。 关于 圆 ” 作 配 极 ， 人 4BC 的 边 BC，CA，AB 变 成 
= 上 的 点 4 ,中 ,CC ,而 外 切 三 角形 ABC 则 变 成 内 接 三 角形 
A’B’C’( 即 八 ABC 的 边 变 成 和 人 4’B’C’ 的 顶点 ,反之 亦 然 )， 
切线 1 变 成 ” 上 的 一 点 了 ， 点 M,M,P 变 成 直线 LA4' ,LB’， 
LC’， 点 Mi,Ni,Pi 变 成 经 过 4 ,B’,C’ 并 且 垂直 于 40 工 ， 
B'L,C’'L 的 直线 ; 后 一 个 结论 是 从 配 极 变换 的 性 质 C 得 到 的 

(图 197?。 这 个 问题 中 所 陈述 的 定理 变 成 下 述 定 理 : 西 线 
Mm RipPi 奖 于 S 上 的 一 个 点 。 我 们 只 需 证 明 这 了 两 个 定理 中 的 
一 个 就 镶 了 ， 然而 ， 直线 ml,ma ,pi 交 于 St 一 点 是 十 分 基尼 
的 。 事 实 土 ， 从 mi A 上 可 以 扒 出 mr 与 S 交 于 L 的 对 会 点 世 . 
类 秧 地， 直线 mW 和 Pi 也 必定 经 过 Li。( 注 意 ， 由 于 L 和 二 是 5 
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mr re 


的 对 径 点 ， 可 知 在 图 83 中 心 /5 参看 配 极 的 性 质 B。》 


图 197 198 
69。 由 图 $ 的 两 条 切线 a 和 2 在 变动 的 第 三 条 团 线 c 上 
和 截 得 的 线段 对 S 的 中 心 所 张 的 加 心 角 龙 一 个 定 角 (图 198; 参 


图 199 


看 图 8 (Pb)7)。 

70。 在 关于 圆 S 的 配 极 下 ， 内 接 三 角形 4BC 变 成 外 切 
三 角形 ABC， 而 S 上 的 点 了 则 变 成 % 的 切线 !/， 厦 县 从 志 到 
AB 的 佛 线 的 屁 足 P 变 成 直线 C'P’ ,其 中 已 -是 ! 上 上 使 人 COP’ 
= 90" 的 一 个 点 ， 即 P' 是 经 过 O 点 并 与 在 顶 点 C0 的 外 角 平 
分 线 相 平行 的 直线 同 ! 的 交点 OC’ 是 在 C' 的 内 角 的 平分 线 ， 
看 图 199) .所 以 我 们 得 到 下 述 定 理 : 设 0 是 八 4’B’'C' 的 内 切 
阅 S 的 中 心 , 上 是 S 的 一 条 切线 ,经 过 O 〇 点 分 别 作 与 三 角形 
ABC 之 各 外 角 平 分 线 相 平行 的 直线 ,它们 与 二 分别 获 于 避 


252 


O' ,R'P' , 则 它们 与 对 应 项 点 的 连 线 AQ ,BR CPP 交 
于 一 点 〈 图 199) 


图 200 
71. 设 S 是 A4BC 的 外 接 圆 ,在 关于 S 的 配 极 变换 下 ， 
A4BC 变 成 8 的 外 切 三 角形 4’B'C’'; A4BC 的 边 的 中 点 
变 成 分 别 经 过 A',B',C' 并 与 角 平分 线 O4’,0B’, 0C' 重 
直 的 直线 (0 是 S 的 中 心 )， 即 变 成 人 A'B'C' 的 外 角 平 分 线 ， 
而 A4BC 的 中 线 则 变 成 人 A’B'C’ 的 外 角 平分 线 与 它 的 对 
边 的 交点 (图 200)。 所 以 我 们 得 到 下 述 定理 ， 三 角形 的 外 角 
平分 线 同 它 的 对 边 的 交点 共 线 . 
72。 在 关于 圆 $ 的 配 极 
下 ， 平 行 四 边 形 46CD 变 成 
四 边 形 4 BC D' ， 后 者 的 
对 角 线 交 于 S 的 中 心 0 点 ( 参 
看 配 极 变换 的 性 质 B). 平行 
四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 
和 BD 对 应 于 四 边 形 A’B 
C/D! 的 对 边 交 点 P 和 Q。 如 
果 这 个 平行 四 边 形 的 对 角 线 
互相 垂 埋 ( 即 它 是 一 个 菱形 》， 则 线段 PQ 对 0 点 张 成 -直角 
(图 201 参看 配 极 的 性 质 C)， 在 配 极 下 这 个 问题 中 所 阵 流 
的 定理 变 成 下 壕 定 理 ， 假 车 四 边 形 4’B’'C’D’ 的 对 边 交 点 为 
卫 和 Q， 线段 PQ 对 于 对 角 线 的 交点 0 张 成 直角 ， 则 OP 和 
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OQ、 平分 这 个 四 边 形 的 对 角 线 所 夹 的 角 . 


图 202 


735。(a) 在 关于 以 0 为 中 心 的 圆 太 的 配 极 下 ， 人 入 4BC 变 
成 八 A BC’， 而且 八 4BC 的 高 线 变 成 人 A’B’'C’ 的 边 上 
的 点 P’ ,8 ,R' ,它们 使 得 A’O0P’ = LB’0Q’ = CO0R/ 
= 90" (图 202(a)) ， 参看 配 极 变换 的 性 质 C)。 如 此 我 们 就 
有 下 述 定理 设 O 是 A4BC 所 在 平面 上 的 一 点 ， 则 经 过 0 
点 分 别 垂直 于 0O4 ,908,0C 的 直线 同 这 个 三 角形 的 对 应 边 的 
交点 共 线 。 

注 ”对 图 202Ca) 作 配 极 可 以 得 到 下 述 有 趣 的 定理 ， 设 0 
和 OO 分 别 是 人 ABC 所 在 平面 上 的 一 条 直线 和 一 个 点 ， 而 昼 ， 
N,P 是 直线 o 同 这 个 三 角形 的 边 48D ,BC,CA4A 的 效 点， 又 设 
Mi,Ni,Pl 是 0 上 的 三 个 点 ， 使 得 MOM, = ANON, = 
了 POP, = 90"， 则 直线 AN1 ,BP,,CMi 共 点 [图 202Cb)]. 

对 这 个 定理 再 作 一 次 配 极 ( 关 于 以 1 到 0 为 中 心 的 任意 
一 个 圆 )， 又 可 以 得 到 一 个 新 的 (相当 复杂 的 ) 定理 ， 等 
等 。 

(b) 设 上 是 由 直线 如 和 寻 所 夹 的 两 个 角 之 一 的 平分 线 。 
在 关于 以 0 为 中 心 的 圆 3 的 配 极 下 ， 站 线 o,n ,i 变 成 共 线 
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的 点 M,N,， 它 们 使 得 线段 ML 和 NL 对 OO 点 所 张 的 角 相 等 
或 互补 〈 配 极 的 性 质 C) ， 换 句 话 阅 ， 世 是 MA 与 直线 DODM 和 
_ON 所 夹 的 两 个 角 之 一 的 平分 线 的 交点 。 由 于 我 们 不 知道 这 
两 个 角 中 哪 一 个 的 平分 线 包 含 点 L， 所 以 考 虑 由 刀 和 3 所 构 
成 的 两 个 角 的 平分 线 。 它 们 变 成 MN 与 由 OM 和 ON 所 构成 的 
两 个 相 邻 角 的 平分 线 的 交 上 点， 所以， 比较 方便 的 是 考虑 
A48C 的 外 角 的 平分 线 , 作 将 关于 这 些 角 平 分 线 的 交点 的 定 
. 理 陈 述 如 下 八 4BCL 的 内 角 和 外 角 的 六 条 平分 线 三 条 一 组 地 
交 于 四 个 点 。 在 配 极 变换 下 ， 这 个 定理 变 成 下 述 定 理 ， 设 4， 
卫 ,C,O 是 四 个 点 ， 其 中 设 有 三 个 共 线 。 则 由 直线 OA 和 08， 
0B8 和 OC，OC 和 0A 所 夹 的 角 的 六 条 平分 线 与 人 ABC 的 对 应 
边 的 交点 三 点 一 组 地 在 四 条 直线 上 [图 203(a)]。 


图 203(a) 


注 对 图 203(a) 作 一 次 配 极 可 以 得 到 下 述 定理 : 在 
-全 ADC 的 平面 上 , 设 "是 一 条 总线 ,9 是 一 个 点 ,AM,N,P 分 别 是 
2 同 边 42B,BC,C4 的 交点 ， 并 设 名, 和 M,N 和 Ne，P 和 
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pm tt i er I 后 和 


P, 分 别 是 由 ON 和 0P，0P 和 0M，OM 和 ON 所 夹 的 角 的 在 
分 线 与 o 的 交点 。 则 六 条 直线 AN',AN,,BP,BP,,CM,， 
CA 三 条 一 组 地 交 于 四 个 虚 [ 图 203(b)] 参看 上 面 一 个 小 题 
后 面 的 注 )， 


图 203(b) 


5 


75。 在 第 41 页 问题 28 中 陈述 了 帕 普 斯 定理 的 三 种 模式 ， 

现在 来 证 明 横 式 (a) .在 次 线 L 和 1 上 的 点 分 别 用 4,C ,EE 和 
8B ,D ,下 表示 ; 直线 AB 和 ED， CD 和 AF, EF 和 CB 的 
交点 使 式 记 作 天 ,M,D 4B 和 CD，CB5 和 BED，1 和 已 的 
交点 记 作 G ,五 ,0 了 LDLD 和 CD 的 交点 用 M’ 表示 (图 204; 

在 这 里 用 的 记号 与 问题 28 中 的 不 同 ， 但 是 这 样 容易 把 这 个 解 
答 与 问题 80 的 解答 作 上 比较 )。( 其 中 可 能 有 某 些 点 在 无 穷 远 ,》 
我 们 必须 证 明 M/ 和 M 重 合 。 以 A 为 中 心 将 将 线 CD 射影 到 
1 上， 这 时 C,G,D,M 分 别 变 成 0O,,D,F， 再 以 已 为 中 心 
将 ls 射影 到 直线 CB 上 ， 点 0,B,D,F 变 成 C,B,H,L。 以 
KK 为 中 心 从 CB 回 到 让 线 CD 上 的 射影 ,将 点 C,B,H,L 变 
到 点 C,G,D,M’。 这 三 个 射影 依次 作 乘积 ， 其 结 果 是 直线 
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了 的 一 个 射影 变换 ， 它 将 点 C,C,DP,M 分 别 变 为 点 C ,4， 

了 ,根据 射影 变换 的 基本 性 质 ( 看 第 110 一 112 页 ), 保持 三 
小 点 不 动 的 直线 的 射影 变换 (在 这 里 C,G,D 是 不 动 上 后 ) 必 
是 但 同 变换 。 所 以 点 必 和 好 重合 。 


图 204 图 205 

76. 以 和 5s 表示 四 边 形 4BCDD 的 对 边 的 交点 (加 
205)。 上 以 司 为 中 心 从 直线 4B 到 BC 上 的 射影 , 把 点 51,4， 
BB 变 成 CGC,S,,B。 以 A 为 中 心 从 BC 到 DC 上 的 射影 ， 又 把 
C,So,B 变 成 C,D,Si, 以 B 为 中 心 从 DC 到 DA 上 的 射影 ， 
把 C,D,S, 变 成 5,,D,4。 最后， 以 C 为 中 心 从 DA 回 到 4B 
上 的 射影 又 把 5S,,DD, 4 变 成 了 ,S,,A。 这 四 个 射影 的 乘积 
是 直线 A8 的 一 个 射影 变换 ， 它 将 Si,4,B 变 成 B,S,,A4. 
-这 个 射影 变换 的 平方 将 SS ,4, 刁 变 成 4,B,S， 它 的 立方 则 
将 4, 卫 变 成 4, 了 B， 所 以 必定 是 一 个 恒 同 变 换 。 由 此 
可 以 知道 ， 在 绕 这 个 四 边 形 的 边 三 周 以 后 ， 我 们 不 变 地 回 到 
出 发 展 ! 特别， 在 边 A48 上 的 点 Pi 和 Pis 重合 。 
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。(a) 这 个 问题 是 前 一 个 问题 的 特殊 情形 , 

Ga 我 们 以 Bi ,2B,,B,,B,,B;,Bs 表 示 这 个 太 边 形 的 边 的 
延长 线 的 交 后 [图 206(a)j]， 与 方向 44。 4:4s,4s4 相对 应 
的 无 穷 迁 点 以 col, cos,cos 表示 。 以 4 为 中 心 从 直线 4 4 
到 4:4s 上 的 身影， 将 点 4 ,4 ,poco 分 别 变 成 及 ,4， 
cos,As。 以 Ai 为 中 心 从 直线 4s4s 到 4s44 上 的 射影 又 将 B1， 
4as ,50,,As 寂 成 cos,Ds 44s. 从 直线 4 4 上 的 点 cc, 
A ,As 相继 用 适当 的 射影 可 以 先 变 成 A4As 上 的 点 Ag,cou 
A4,Bs; 又 变 成 4s4e 上 的 点 45,Ae,B4,coo 再 变 成 4A 
上 的 点 Bi5,4e,ces,43 最 后 则 变 成 原来 直线 A14, 上 的 点 . 
co Bi,424:。 这 六 个 射影 的 乘积 是 4,4。 的 一 个 射影 变 
换 ， 它 将 4 ,4,,Be, co1 变 成 co Be,4: ,4:。 这 个 变换 的 平 
方 将 4 ,A4,,Bs,o01 变 成 4 ,4 ,Bes,col, 所 以 是 直线 4 4， 上 
的 恒 同 变换 《要 证 明 这 个 结论 成 六， 只 要 知道 所 说 的 变换 有 
三 个 不 动 点 就 够 了 参看 问题 76 的 解答 )， : 

(c) CB,B,, 5 
咏 。 表 示 这 个 十 边 形 的 
边 的 延长 线 的 交点 5Cb 
CCio 如 图 206 (hb) 
所 示 ， 在 直线 4:4。， 
A,A,,… 上 的 无 穷 远 点 
以 ceotcezg， … 表示 。 
以 ho 为 中 心 的 射影 将 
直线 4i4。 上 的 点 41， 
As, Di 变 成 站 线 4,4， 
上 的 点 Bi,A,,Cio。 相 图 206(a) 

继 以 4， ,有 A,， 沈 49 为 中 心 作 射影 ,这 些 点 先 变 成 站 线 4s4. 上 . 
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的 点 C1,B,, oa 然后 变 成 直线 AAs 上 的 点 cotsCo As; 
又 变 成 直线 4s4e 上 的 点 46,c0056, 455 再 变 成 直线 4e47 上 的 
点 4e,4,Bs 随后 变 成 直线 A1A4s 上 的 点 Be,A1,Cs， 此 后 
又 变 成 直线 4s4。， 上 的 点 Ce, 刀 ,coss 再 又 变 成 直线 如 Al 上 
的 点 cosio C7;A10; 接着 又 变 成 Aoh1 上 的 点 A,cowmi， 
4:o 最 后 则 变 成 原来 直线 A14，。 上 的 点 A1,A,,Bio。 这 十 个 
射影 的 乘积 确定 直线 414, 的 一 个 射影 变换 ， 它 保持 三 个 点 
A ,A,Bio 不 变 ， 所 以 必定 是 A14, 的 恒 同 变换 (参看 (b) 
的 解答 )， 


图 206(b) 


78。 Ca》 从 点 M 作 圆 = 到 下 线 4B8 上 的 射影 ，S 上 的 点 
4,B,N,P 变 成 4B 上 的 点 A,B,O0,E， 从 点 8 作 S 到 AB 上 
的 射影 将 原来 的 四 个 点 变 成 4,8, 了 ,0。 由 此 可 知 四 点 组 4， 
B; 0,E 和 A,B， 下 ,O 的 交 比 相等 ， 即 
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Tg ee 


AO/BO “4F/BF BO/AO 


AE/BE = AO0/BO = BF/AF™ 
这 说 明 四 点 组 A,8;0,E 和 B,A，0O,F 的 交 上 比 相 繁 ,现在 我 们 
将 四 点 A4,B,O,E 对 于 囊 AB 的 中 心 O 作 反射 ， 依次 得 到 点 
B,A,0O,F,， 共 中 FF 是 E 关 于 0 的 对 称 点 。 从 而 四 点 组 B， 
4 0,f 和 B,A; 0,F 的 交 比 相符， 所 以 下 =F， 这 就 是 
我 们 所 要 证 的 。 

注 利用 8 3 中 的 定 理 1 ， 这 个 问题 还 有 另 一 种 解法 . 
具体 地 说 ， 将 图 93 射 影 到 平面 7 ,使 得 圆 S 变 成 圆 $S/， 
并 且 点 0O 变 成 8 的 中 心 0 .然后 根据 中 心 射影 的 性 质 C， 
容易 证 明 四 点 组 A,B; 0,B 和 8B8,A; 0， 下 的 交 比 相 
等 。 

(b) 这 是 (a) 的 一 个 推广 ， 它 的 证 明 与 部 分 Ca) 的 证 骨 类 
似 ， 我 们 把 它 留 给 读者 ， 

79， 设 了 是 一 个 点 ，S 是 一 个 噩 。 所 谓 S 从 了 到 它 自身 
上 的 射影 , 指 的 是 这 样 的 一 个 变换 , 它 将 S 上 的 点 M 变 成 PM 
与 S 的 另 一 个 交 点 M7 (图 
207)， 这 个 变换 是 一 个 射影 
变换 。 实 际 上 ， 设 A4 和 4’ 
是 一 对 对 应 点 ，M 和 M’ 是 
另 一 对 对 应 点 ， 根 据 § 4 的 
和 讶 理 1 ,AAA 和 4 的 交点 
好 ,在 一 条 定 直 线 p 上 ， 
7 就 是 P 反 关 于 3S 的 极 线 。 
它 表 明 将 M 变 成 M' 的 这 个 图 207 
变换 可 以 用 如 下 的 方式 实现 ， 先 从 4 将 8 射影 到 直线 p 上 

〈 这 个 射影 将 M 变 成 Mj 图 207)， 然 后 从 点 4' 将 射影 
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MM: 


到 8 上 (人 将 Mi 变 成 M' )。 因 此 从 M 到 M' 的 这 个 变换 是 
一 个 射影。 这 屿 是 我 们 所 要 证 的 。 
eet 一 (c) 中 的 定理 。 

(a》 汰 虑 这 个 圆 的 如 下 一 帅 射 影 变 换 ， 先 从 PP 点 、 然 后 
从 Q@ 点 、 最 后 从 CO 点 将 射影 到 它 自 身 上。 容易 看 到 ， 这 些 
变换 住 用 在 这 个 内 接站 边 形 的 顶 后 上 的 结果 如 下 : A 一 B 一 
C->A, BA—~D->B, C>D->A->C, D>C->B— 
D。 这 说 明 由 它们 所 产生 的 射影 变换 和 有 四 个 不 动 点 ， 所 以 
是 恒 同 变换 (参看 问题 76,77 的 解答 ， 要 证 明 这 个 结论 ， 实 
际 上 只 需要 找 出 这 圆 上 的 三 个 点 在 上 渡 变换 下 保持 末 变 就 可 
以 了 )， 由 此 可 以 推出 ， 如 果 53 从 了 P 到 它 自 身上 的 身影 将 了 
的 点 变 为 FF， 文 从 8 的 射影 将 下 变 为 G， 则 从 OO 〇 的 射影 将 
G 强 为 E。 但 是 这 说 明 ， 假 车 一 个 内 接 三 角形 的 两 条 过 EF 
和 PFC 分别 经 过 点 PP 和 Q， 则 边 EG 经 过 O 点 。 

用 大 臻 相同 的 方式 可 以 和 证明， 这 个 加 从 中 心 O,P,0 到 
它 自 身上 的 一 串 射影 的 乘积 是 合同 变换 (因为 它 保持 四 边 形 
ABCD 的 顶点 不 动 )。 由 此 可 以 推出 ， 假 车 一 个 内 接 三 角形 
的 两 条 边 分 别 经 过 点 0 和 PP， 则 它 的 第 三 条 边 经 过 点 . 

(b) 考虑 圆 ” 的 从 点 已 ,Q， 再 从 已 ， 再 从 @ 到 它 自身 
上 的 一 串 射 影 。 四 边 形 4BCD 的 质点 变换 如 下 ， A 一 BC 
->D-~A4，B5B~>4->D 一 CC 一 有 CD-4-> 有 -=C 和 六 
一 C 一 日 ->A 一 局 。 由 此 可 知 它们 所 产生 的 变换 是 醒 同 变 
换 ， 所 以 ,假如 3 到 它 自慰 上 的 从 PP 点 的 射影 将 4, 恋 成 Bi， 
下 的 射影 将 变 成 C1,， 以 及 再 从 了 点 和 的 射影 将 Ci 变 成 

D,, 则 从 “ 的 射影 将 D, 变 成 A!。 这 就 说 明 ， 假 若 S 的 内 接 


(DD 贺 〈 或 直线 ) 的 射影 变换 的 习 积 仍然 是 射影 变换 《因为 这 种 采 积 显然 
不 改变 四 个 点 的 交 比 )， 
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四 边 形 4,B1C1Di 的 边 4,B, 和 CD; 经 过 已 点 ， 而 边 BC 经 
过 @ 点 ， 则 边 Di4; 也 经 过 @ 点 。 

以 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 交点 O 作为 中 心 的 圆 S 到 它 自 
身上 的 射影 ， 与 S 从 点 已 和 Q 到 它 自 身上 的 一 串 射 影 等 价 . 
所 作 的 四 边 形 4;, 5,C,D, 的 对 角 线 的 交点 也 有 同样 的 性 质 ， 
所 以 这 个 交点 必然 和 O 点 重合 。 

(ec) 这 个 问题 的 证 明 完 双 类 似 于 问题 41(b) 的 证明， 我 
们 把 它 留 给 读者 。 

80， 以 K ,了 ,M ,MI 分 别 表 示 4B 和 DE，BC 和 EEF， 
CD 和 了 A，CD 和 KL 的 交点 ,大 以 G 和 二 表示 ABS5S CD， 
BL 与 DE 的 交 扩 (图 208)。 我们 要 证 明和 MM 重合 ， 从 4 
点 作 交 线 CD 到 圆 S 的 射影 ,把 点 G , C , D , M 变 成 点 B,C ， 
D,F， 在 从 E 点 作 S 到 直线 BC 上 的 射影 下 ， 这 些 点 变 成 
下,C ,万 , 工 。 在 从 天 点 作 直线 了 BC 到 CD 的 射影 下 ， 后 一 
组 点 又 变 成 G , C ,D,M’。 这 说 明 M’ 应 当 与 M 重 合 \ 参 看 问 
题 75 的 解 ). 


图 208 


262 


81.(〈a) 考虑 大 边 形 4BB'XC'C (图 209， 注意 这 些 顶 
点 的 次 序 ! )。 由 巴 斯 卡 定理 ， 边 AB 和 XC’ ,4C 和 XB'， 
BB’ 和 CC’ 的 交点 共 线 (后 一 个 交点 以 0 表示 )。 根据 类 似 
的 理由 可 以 证 明 ，4B 和 XC’ ，BC 和 X4' 的 交点 与 把 0 也 
共 线 ， 由 此 就 能 得 到 这 个 问题 的 结论 。 


图 210 


(b) 考虑 以 AT 为 直径 的 贺 的 内 接 六 边 形 APRTSQ( 注 
意 这 些 顶 点 的 次 序 ! )[ 图 210(a)]。 由 巴 斯 卡 定理 ， 边 AP 和 
ST，4AQ 和 RT，RP 和 QS 的 交点 共 线 ， 这 就 是 我 们 所 要 
证 的 。 

(ce) 设 U 和 V 分 别 是 PM 和 P’O,QM 和 QQ’O 的 交点 
[图 210(b)J]。 由 于 人 PP’'PM= AQ'QM=90"， 点 U 和 V 在 S 
上 (它们 是 P” 和 8” 的 对 径 点 )。 现 在 考虑 3 的 内 接 六 边 形 
P’'QVE’ PU (注意 这 些 顶 点 的 次序 ! 7)。 由 巴 斯 卡 定理 ， 这 
个 六 边 形 的 边 QV 和 PU, QV 和 PU，P’C 和 QP 的 交 
点 ， 吧 点 放 , OO ,P'〖Q 与 0'P 的 交点 是 基线 的 。 类 侯 地 可 以 证 
明 P'R 和 PR’，Q’R 和 QR’ 的 交点 在 直线 MO 上 。 
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82.(a) 莽 虐 圆 S 的 下 壕 
射影 变换 ， 从 4 点 将 S 上 的 点 
M 射 影 到 直线 CD， 在 CD 上 
所 得 到 的 点 六 治 直线 CD 作 平 
移 得 到 点 N’ ，NN' =a (这 是 
直线 CD 的 一 个 射影 变换 ) ， 
最 后 ， 从 巨 点 将 点 N 射影 到 
S 上 得 点 MM (图 211)。 所 要 
找 的 点 是 上 述 射 影 变 换 的 不 动 
点 。 为 了 确定 它 ， 我 们 必须 找 图 211 
出 SL 上 的 任意 三 个 点 在 这 个 射影 变换 下 的 象 。 这 个 问题 可 以 
有 两 个 解 ， 一 个 解 或 无 解 。 

《b》 这 个 问题 的 解法 和 问题 (a〉 的 解法 只 在 一 个 地 方 不 
同 ， 那 就 是 需要 用 对 给 定点 已 的 中 心 对 称 〈 它 也 是 CD 的 射 
影 变 换 》 来 代 远 沿 直 线 CD 平移 a 。 


由 212 


85。 (a) 设 ” 是 经 过 呈 点 的 圆 ， 并 设 所 要 找 的 直线 PX 
和 PY 与 S 交 于 点 X! 和 Yi 图 212(a)]。 考 虑 S 的 下 述 射影 
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变换 ， 从 了 将 S 射影 到 直线 1 上， 然后 将 二 沙 它 自己 平移 一 
段 距离 4a ， 再 从 王 点 将 ! 回 过 来 射影 到 上， 最 后 ， 将 ” 绕 
它 的 中 心 旋转 角度 2a， 旋 转 的 方向 要 选 得 使 PM 与 1 的 交点 
(M 在 3 上》 产生 沿 与 上 流 平 移 的 方向 乌 反 的 移动 。 显 然 ， 
上 上 述 变 换 人 作用 在 点 XX! 上 的 结果 是 Xi 入 -了 一 了 了 -> 飞 1 
( 记 住 名 六 ,= 2 XIP7, = 20)，, 所 以 Xi 是 一 个 不 动 点 ， 在 

S 上 选取 三 个 点 A4,8,C, 大 作出 它们 在 上 壕 变 换 下 的 象 4， 
B',C' (参看 图 212(a); 锯 是 PA 和 [的 交点 ，AiA,=&a， 
A 是 PA, 和 S 的 交点 ，4，A =2a， B' 和 C’ 可 以 类 似 地 
作 册 来 )》。 点 XX! 是 3 的 将 4,8,C 变 成 4’,B’,C 的 射影 
变换 的 不 动 点 ， 因 此 可 以 作出 来 。 

这 个 问题 可 以 有 两 个 解 ， 一 个 解 或 无 解 。 

(b) 经 过 点 己 和 @ 分 别 作 圆 s 和 9 设 PX 和 PY 与 
S51 交 于 点 六: 和 站 ，QX 和 QY 与 9。 交 于 点 X 和 了 Y,[ 图 
212(b)j。 考 虑 1 的 下 述 射 影 变 换 ， 从 书 点 将 ”射影 到 六 
上 ， 然 后 从 @ 点 将 六 射影 到 。。 上 ， 再 将 *，* 绕 它 的 中 心 旋 
转 一 个 角 认 2B， 接着 从 将 S, 射影 到 几 上， 随后 又 从 了 点 
将 i 射影 到 S, 上 ， 最 后 ， 将 Si 绕 它 的 中 心 旋转 一 个 角度 
29。 这 个 变换 作用 在 点 天 上 的 结果 是 XI>X—>X,—Y,—>Y 
一 了 ->XX!， 所 以 XX! 是 一 个 不 动 点 。 现在 在 $, 上 选取 三 个 
点 4 ,BC 并 作 出 它们 在 上 述 变换 下 的 象 A1 ,B81 ,C1。 于 
是 ， 广 1 作为 51 的 将 4 ,DC 变 成 4 ,Bi ,C1 的 射影 变换 
的 不 动 点 可 以 确定 出 来 ， 

由 于 31 可 以 朝 两 个 方向 旋转 2a 角 ， 这 个 问题 可 以 有 多 
至 四 个 解 。 


QD 注意 这 个 变换 是 一 个 射影 变换 ;， 因为 组 成 它 的 各 个 变换 保持 交 比 不 变 。 
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84。《a) 从 点 内， MsMn 接连 作 给 定 的 圆 $ 到 它 自 
身上 的 n 个 射影 (参看 问题 79 的 解答 的 开头 -- 段 ) ， 这 时 多 
角形 AlA, An (参看 图 99(a)〉 的 顶点 41 接连 变 成 A, ,As, 
… 4, 最 后 则 变 成 4, 所 以 4 是 这 些 射影 的 乘积 的 一 个 不 
动 点 。 然 后 找 出 上 的 三 个 点 4,B,c 在 上 述 变 换 下 的 象 4 
,5 作为 ”的 将 4,B,C 变 成 4 ,8 ,CC 的 射影 变换 的 不 
动 点 ，44: 可 以 作出 来 。 这 个 寺 角 形 的 其 它 的 顶点 不 难 定 出 。 
我 们 的 问题 可 以 有 两 个 解 ， 一 个 解 或 无 解 。 当 上 述 n 个 射影 
的 乘积 是 恒 同 变换 上 时， 这 个 问题 可 以 证 明 是 不 定 的 《与 这 种 
特殊 情形 有 关 的 ， 可 参看 §3 中 问题 41C) 和 (Cb)， 以 及 《 几 
何 变 换 》 第 一 朋 中 间 题 41(a) 的 解答 )。 有 意思 的 是 注意 这 
个 构图 如 同 问 题 84(b) 中 的 构图 一 样 ， 可 以 只 用 相 尺 作出 
来 。 

假若 点 ai 闻 …Mn 中 有 一 些 是 无 穷 远 点 ， 即 假如 我 
们 以 给 定 所 要 找 的 ?角形 的 某 些 边 的 方向 来 代替 这 些 边 要 经 
过 的 点 ， 则 5S 到 它 自身 上 的 相应 的 射影 要 用 关于 与 给 定 的 这 
些 边 的 方向 相 垂 和 直 的 直径 的 反射 来 代替 (参看 《几何 变换 》 
第 一 册 中 问题 41(a) 的 解答 ， 其 中 所 有 的 点 Mi Ms,*… ,Ms 
都 是 无 穷 远 点 ) ， 

(b) 在 关于 给 定 圆 ”的 配 极 变换 下 ， 直 线 六 ,加 变 
成 点 上 ,上 ,… ,Ls。 现 在 作 S 的 一 个 内 接 多 边 形 A1 ,A5,…， 
A,， 它 的 边 分 别 经 过 Li,L,, ,Ln 《参看 (a)) 。 从 配 极 变 
换 的 性 质 A (参看 第 98 页 ) ， 可 以 推出 以 A1 ,A452,… ,As 的 
极 线 a1 ,4,,… ,an 为 边 的 多 边 形 满足 本 问题 的 要 求 . 

85。(a)》 以 a 表示 圆 3 的 、 有 给 定 长 度 AB 的 弦 所 张 的 
中 心 角 。 其 次 ， 设 ! 是 确定 BC 边 的 方向 的 直线 ， 并 设 M 是 
4C 上 的 一 个 点 [图 213(a)]. 考 虑 5S 的 下 述 射 影 变换 , 将 8 绕 

266 


它 的 中 心 旋转 a 角 ， 然 后 对 与 1 垂直 的 直径 作 反 射 ， 再 从 六 
将 它 身 影 到 自身 上 (参看 问题 79 的 解答 的 开头 一 段 ) 。 显 
然 ，4 是 这 个 变换 的 不 动 点 (我 们 有 : 4->B->C 一 4) 。 这 
样 ，A 作为 一 个 已 知 的 射影 变换 的 不 动 点 可 以 确定 出来 
《参看 问题 82 一 84 的 解答 ) 。 这 个 问题 可 以 有 两 个 解 ， 一 个 
或 无 解 〈 不 难 证 明 ， 上 述 射影 变换 不 能 是 恒 同 变换 ) ， 


图 213 


《b) 设 M 和 六 是 所 
要 找 的 四 边 形 的 边 AB 
和 CD 上 的 给 定点 ,a 
和 有 是 圆 中 已 知 的 汞 
BC 和 AD 所 对 的 圆 心 
角 [ 攻 213(b)]。 卷 虑 ”> 
的 下 述 射 影 变 换 ， 从 点 
M 将 5 射影 到 它 自身 上 ,然后 绕 它 的 中 心 旋转 a 角 , 再 从 点 N 
将 它 射影 到 自身 上 ,最 后 绕 它 的 中 心 旋 转 6 角 。 显 然 , 4 是 这 
个 变换 的 不 动 点 《其 实在 这 个 变换 下 ，4-~B->C->D->4)>， 
这 是 作出 4 点 的 关键 。 这 个 问题 可 以 有 两 个 解 ， 一 个 解 或 无 
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解 ， 在 特殊 情况 下 可 能 是 不 定 的 。 

86。 (a) 湖 虑 直线 的 下 述 射影 变换 :从 4 点 将 后 上 的 
点 杂 射 影 到 直线 1 ,然后 将 !。 上 所 得 到 的 点 六 沿 六 平移 一 段 
距离 NN’=a， 最 后 ， 从 B 点 将 尺 射影 到 上 的 瓜 儿 ‘(图 
214) 。 所 要 找 的 点 X 就 是 这 个 射影 变换 的 一 个 不 动 扎 ,从 而 
可 以 确定 出 来 〈 参 看 问题 82(Ca) 的 解 )。 这 个 问题 可 以 有 两 个 
解 ， 一 个 解 或 无 解 。 

Cb》 这 个 问题 的 解法 和 (Ca) 的 解法 只 有 一 个 地 方 不 同 , 那 
就 是 要 用 绕 l。 上 的 操 E 旋 转 180" 来 代替 沿 六 平移 一 段 路 离 
a 《参看 问题 82(b) 的 解答 ) 。 


图 215 


87。(a) 设 X 和 Y 表示 所 找 的 直线 同 4 和 的 交点 [图 
215(a)]。 从 了 友 将 惜 射 影 到 1 上， 然后 让 上 和 六 重合 ， 特 
别 ， 要 使 得 忆 和 4 重合， 最 后 ， 对 1 作 以 A 为 中 心 ， 以 mm/n 
为 系数 的 中 心 相 似 。 这 样 所 得 到 的 4 的 变换 是 一 个 射影 变 
换 ， 因 为 它 是 射影 和 中 心 相 似 变换 的 乘积 。X 是 这 个 变换 的 
不 动 点 〈 实 际 上 有 X->Y->X) ， 从 而 可 以 确定 出 来 (参看 
柯 题 82 一 85 的 解答 ) 。 由 于 中 心 相似 变换 也 可 以 有 系数 
-m/n， 这 个 问题 有 多 至 四 个 解 。 在 上 述 射 影 变 换 成 为 恒 同 
变换 的 情形 ， 这 个 问题 是 不 确定 的 (如 果 在 中 心 为 P， 系 数 
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为 tm/n 的 中 心 相 似 变 换 下 ， 枉 线 五 和 i 对应， 并且 点 4 
旭 召 对应， 就 会 出 现 这 种 情况 )。 
(b) 假定 发 !;， 从 PP 将 射影 到 i, 上 ， 这 时 雪上 所 要 
后 | 变 成 l, 上 的 点 YY。 共 次 ， 从 分 别 经 过 号 和 4 的 座 
线 凡 CVU) 和 CHL) 的 交 反 QQ[ 图 215(a)13， 问 过 来 将 射 
影 到 i 上。 假设 这 个 射影 将 {, 上 的 上 后 Y 了 变 成 4 上 的 后 XX,。 
从 AHAOX, NBYO 可 以 得 到 AX,/AQ = BO/BY， 即 
AX, . BY = AQ .BO= pz， 
其 中 卫 可 以 定 出 来 。 现在 假 著 对 六 作 以 A 为 中 心 ， 以 Ke/pa 
为 系数 的 伸缩 ， 则 点 Xi: 变 成 点 X/， 工 且 


/ K? 已 p? X， 
AX' = TAX = 1 ‘ 声 =By=4 


妈 XX 和 关 重 合 ，。 这 就 证 明了 XX ! 是 4 的 上 述 射 影 变换 的 不 
动态， 因此 它 可 以 确定 出 来 。 由 于 于 面 的 中 心 相似 变 换 也 可 
以 有 系数 一 /Pr?， 这 个 问题 可 以 有 多 至 四 个 解 (上 述 射 影 变 
换 不 会 是 恒 同 变换 ) 。 

假若 1i,， 并 且 BB 是 PA 同 的 交点 ， 则 


PpB, 
BY=° 21 .AX 
BA ‘~, 


因此 条 件 AX 。BY =k? 等 价 于 条 件 
BY . BY = 大 2 


50b)]. 由 于 除了 线 自 BY 和 如 Y 的 来 积 BY . BY 以 
外 ， 我 们 又 已 经 给 出 这 两 个 线段 的 和 或 差 ) ， 这 些 线段 容 
易 作 出 来 。 

注 我 们 可 以 不 要 求 所 找 的 直线 经 过 给 定 的 点 已 ， 而 代 
之 以 规定 它 要 有 预先 指定 的 方向 ， 这 时 只 需 在 上 面 的 解法 中 
以 平行 射影 来 代替 以 己 为 中 心 的 中 心 射 影 。 
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图 216 


88。 设 总,5 两 两 相交 于 点 A,B,C ,并 设 关 ,Y ,2 分别 
是 所 要 找 的 查 线 1 同上 ,ls ,ls 的 交点 。 由 假设 ，XZ =2Y( 图 
216)。 命 是 经 过 点 XX 与 1, 平行 的 将 线 mt 同 1 的 交点 ， 显 
然 ，XT=AY，,， 从 /XTBw :CAB 可 以 推出 XB/XT=CB/ 
CA。 从 而 BX/Y4=CB/C4， 和 着 且 右 边 是 已 知 的 。 这 就 把 
我 们 的 问题 归结 成 作 一 条 直线 ， 它 要 经 过 已 点 并 与 给 定 的 直 
线 1 和 1, 交 于 点 X 和 Y ,并 且 使 得 BX/74 有 给 定 的 值 , 即 归 
结 成 问题 87(a) 。 在 直线 局 ,ats 中 可 能 有 两 条 平行 或 三 条 都 
平行 的 情形 ， 我 们 把 它 留 从 读者 去 考虑 ， 
89. 考虑 直线 所 的 下 述 射 影 变换 从 PP 点 将 LL 射影 到 
Js 上， 然后 将 1 平行 于 它 自 
已 平移 一 段 距离 4。， 再 从 P 
点 将 i 射影 到 上, 最 后 将 
1 平行 于 它 自己 平移 一 段 中 
离 az。 显然 ， 所 要 找 的 点 X， 
是 这 个 变换 的 不 动 点 (> 
X.Y.—>Y->X, ,图 217)， 
从 而 能 够 作出 来 〈 参 看 前 面 
儿 个 问题 的 解答 ， 由 于 沿 
着 一 条 直线 的 平移 可 以 朝 两 个 相反 的 方向 ， 这 个 问题 可 以 有 
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多 至 四 个 解 。 在 上 述 变 换 成 为 恒 同 变换 的 例外 情形 ， 这 个 问 
题 可 以 是 不 确定 的 (假若 在 以 P 为 中 心 ， 以 +t41/4s 为 系数 
的 中 心 相 似 变换 下 ， 址 线 红 和 i! 相对 应 ， 就 会 发 生 这 种 情 
形 ) 。 

90。 从 Mi 将 辣 射影 到 尹 上 上 ， 然 后 从 M。 将 i 射影 到 i 
二， 再 从 Ms 将 0 射影 到 1 上， 等 等 ， 最 后 ， 从 Mn 将 如 射 
影 到 上 (参看 图 101)。 所 得 到 的 上 的 这 个 射影 变换 的 不 
动 点 就 是 我 们 要 找 的 7 角形 的 顶点 《参看 问题 84(a) 的 解 ). 
这 个 问题 可 以 有 两 个 解 ， 一 个 解 或 无 解 。 在 的 这 个 射影 变 
换 成 为 恒 同 变换 的 情形 ， 这 个 问题 是 不 确定 的 。 

假 车 对 所 要 找 的 7 角形 的 某 条 边 我 们 不 是 给 定 它 的 一 个 
点 ， 而 是 给 定 它 的 方向 ， 则 相应 的 中 心 射 影 必 须 用 平行 射影 
来 代替 。 


图 ”218 


91。(a》 所 要 找 的 一 线 加 (参看 图 218(Ca)) 的 位 置 由 了 和 和 
1 上 的 无 穷 远海 确定 。 由 此 可 以 知道 姻 关 于 给 定 的 贺 ” 的 极 
点 M 是 了 的 极 线 p 与 ! 上 的 无 穷 远 点 的 极 线 4 的 交点 。， 站 线 
p 单 用 直 尺 不 难 作 出 来 (参看 第 86 页 )， 直 线 4 必定 经 过 给 定 
直线 ! 的 极点 亏 ( 它 可 以 单 用 直 尺 作出 来 )， 莽 且 还 要 经 过 无 : 
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旁 远 直 线 的 极点 , 即 经 过 ”的 中 心 0 点 .这 表明 M 可 以 只 用 直 
尺 作出 来 。 只 要 内 知道 了 ， 它 关于 。 的 极 线 寻 就 可 以 只 用 直 
尺 作出 来 。 

显然 ， 当 1 经 过 O 点 时 作 这 个 图 是 不 可 能 的 。 但 县 那 时 
i 和 的 交点 确定 一 个 已 知 基 中 点 0O 的 线段 ， 关 日 经 过 已 点 
与 1 平行 的 直线 可 以 人 象 $1 中间 题 3(b) 的 解答 那样 作出 米 ，。 
在 另 一 种 情形 ， 即 当 己 点 与 重合 时 ， 作 这 个 图 也 是 不 可 能 
的。 在 这 种 情形 我 们 的 解法 如 下 ， 作 给 定 的 直线 1 关于 3S 的 
极点 上 ; 直线 OL 与 1 垂直 共 炎 作 直 线 纪 和 人 CL 平行 ， 并 
作 几 关于 SS 的 极点 二 ， 则 OL’ 就 是 所 要 的 直线， 因为 它 与 
1/ 垂直， 所 以 与 ! 平行 [图 218(b)7]. 

(b) 经 过 点 M 作 一 直线 与 4 肠 林 行 ， 经 过 妃 点 作 直 线 与 
4M 平行 。 设 N 是 这 两 条 直线 的 交点 。 显 然 ，MN 就 四 所 机 
的 线段 。 

(c)》 设 工 是 1 关于 S 的 极点 ， 直 线 0L 冬 站 于 ! 。， 为 找 
漠 所 要 的 位 线 ， 只 需 经 过 P 了 点 作 一 直线 平行 于 OL。 如 果 ! 
经 过 S 的 中 心 O， 作 这 个 图 是 不 可 能 的， 然而 这 时 我 们 可 以 
作 一 条 直线 1 与 1 平行， 并 从 PP 到 下 作 垂 线 ， 

92。 作 一 线段 BC， 它 的 长 度 等 于 给 定 的 中 径 。 经 过 4 
点 作 一 直线 与 BC 平行 ， 着 在 它 上 面 截取 等 于 线段 BC 的 线 


CG B 
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六 MA 和 AN( 参 看 问题 91(b))。 线 段 MN 就 定 所 要 的 圆 的 
芝 径 。 现 在 经 过 儿 点 作 -… 条 韦 线 ， 并 从 扣 和 里 作 这 条 直线 的 性 
线 ( 参 看 问题 91(c))， 它 的 垂 足 就 是 所 要 的 赔 上 的 一 个 扣 。 
通过 变动 经 过 M 点 的 直线 ， 我 们 可 以 得 到 所 要 的 加 上 的 任意 
多 个 点 (图 219)。 

93. 设 已 和 @ 是 % 上 的 两 个 点 (图 220)。 从 PP 所 将 i! 射 
影 到 5S， 上， 然后 从 Q 辐 过 来 将 51 射影 到 江上 。 显 然 ， 在 所 
得 到 的 ! 的 射影 变换 下 上 ，S1 与 1 的 交点 是 两 个 不 动 点 。 
找 出 【二 的 三 个 点 Rs,7 的 角 的 -种 简便 的 方法 ， 是 先 从 
P 点 将 S11 上 的 三 个 点 甩 , 仿 ,于 射 影 亿 1 上， 使 得 它们 的 象 扎 
是 RS,T， 和 从 Q@ 点 将 瓦 ,S, 矿 射影 到 1 上 得 到 R’,S’ ,17 
(可 以 用 问题 92 中 的 万 
法 作出 辆 1 上 的 五 个 
点 P,O, 瓦 ,S, 万 )。 如 
此 ， 我 们 的 问题 忠 上 归结 
为 用 下 尺 确定 [的 一 个 
射影 变换 的 不 动 点 问 
题 ， 这 个 射影 变换 由 ! 
上 给 定 的 三 个 点 人 ,9， 


图 221 
7 的 象 R',S’,T’ 确定 。 在 这 个 平面 上 给 定 了 一 个 圆 S$， 这 
个 问题 可 以 只 用 直 斥 解决 (参看 第 120 页 )。 

94. 我 们 先 来 找 出 连 心 线 A14, 与 S51 和 3, 的 交 尽 Pi， 
Qi 和 P.,G:( 阅 221 参看 问题 93)。 显 然 ， 如 果 线 段 P1Q1 和 
Ps@s。 中 有 一 个 在 男 一 个 之 外 或 之 内 ， 则 5S, 和 8 不 相交 。 
剩 下 只 要 考虑 P, 在 线段 PC 内 有 年 Q@ 在 线段 ?7,8, 内 的 情 


- 人， 这 个 变换 是 射影 变换 ， 因 为 它 保持 交 比 不 变 ( 和 参看 第 115 页 ) 。 
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形 。 

下 面 来 确定 连 心 线 A14, 与 5 和 5 的 公共 路 的 区 
点 D(X 和 YY 是 这 两 个 圆 的 所 要 找 的 交点 )。 为 此 ， 考 虑 瑟 线 
414, 的 射影 变换 ， 它 将 任意 一 个 点 RR 变 成 R’ ,使 得 和 作 RXR/ 
= 90”。 这 个 变换 是 射影 变换 ， 因 为 它 可 以 用 下 列 方 法 得 到 . 
从 点 半 将 4 4。 射影 到 经 过 X 的 任意 一 个 圆 ” 上 ， 然 后 将 5 
绕 它 的 中 心 旋转 180"， 再 从 和 将 ”射影 到 A14, 上 (参看 问题 
83(a) 的 解 符 )。 这 个 变换 将 Pi 变 成 Qi，@i 变 成 P,， 了 , 变 
成 CQ， 所 以 我 们 知道 了 ! 上 三 个 点 的 象 。 只 要 用 站 尺 可 以 
很 容易 确定 1 上 一 个 预先 指定 的 后 名 在 这 个 射影 变换 下 的 
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象 ， 事 实 上 ， 我 们 可 以 通过 将 上 射影 到 蘑 一 条 其 它 的 直线 
上 ， 然 后 将 4 射影 到 另 一 条 直线 1! 上， 再 将 加 过 来 射影 
测 上 上 的 办 法 来 实现 这 个 变换 ( 参 看 图 89)D 。 特 别 ， 点 姜 
可 以 作为 1 上 无 穷 远 点 的 象 定 出 来 (这 需 要 作 一 条 平行 于 1? 
的 直线 ， 而 这 个 图 可 以 只 用 直 尺 作出 ， 参 看 问题 91(a))。 直 
线 XY 是 A14, 在 DD 点 的 算 线 ， 因 此 可 以 用 问题 91(a) 中 的 
解法 作出 来 。 这 样 ， 作 为 直线 XY 同 圆 51 或 5, 的 交点 ， 所 
要 找 的 点 XX 和 Y 可 以 定 出 来 (参看 问题 93) 。 

95。(a) 设 儿 和 NN 是 阅 Si 和 Ss 的 交点 [图 222(a)]。 从 
MM 将 Si 的 两 个 点 4 和 8B 射 影 到 5S, 上， 站 从 NN 将 所 得 到 的 
点 勾 和 有 射影 到 S 上， 得 到 S 上 的 点 4/ 和 已. 我 们 
有 和 仿 = 厂房 (因为 4MB= A’'NB'， 而 这 又 是 由 于 它们 
分 别 等 于 S, 上 h1B, 所 对 的 周围 角 作 A1MB, 和 .4,NB,)， 
由 此 可 以 推出 AB’ fA’B， 所 以 AB 和 A’B' 的 交点 同 AA 
和 BB’ 的 交点 的 连 线 是 51 的 直径 ( 根 据 对 称 性 这 是 显然 的 
我 们 还 可 以 证 明 这 条 直线 是 直线 4B/ 和 B4' 在 无 穷 远 的 交 
点 的 极 线 )。 用 同样 的 方法 可 以 找 出 S, 的 另 一 条 直径 。 于 
是 ，S; 的 中 心 就 是 这 两 条 直径 的 交点 ， 

(b》 设 儿 是 S, 和 S, 的 切 点 [图 222(p)]。 从 人 将 si 的 
两 个 点 4 和 了 射影 到 Ss 上, 得 到 点 A 和 B'。 怠 AB 与 
A'B’ 平行 (如 果 PQ 是 S, 和 5S, 的 公转 线 ， 则 ABM = 
4MP， 因 为 它们 的 量度 都 是 4M 的 一 中 类似 地 ， 
4/B'M= AA’MQ， 所 以 人 ABM= /A'B'M), 现在 ， 


一 -一 -一 一 一 - Oo 


(DD ”我们 也 可 以 从 3 上 上 的 任意 一 个 点 0 将 PlQi,Pz,Qz, NM 射影 到 3 的 点 


Mo Ce 


P13Q19 了 2;Q2,M ;然后 用 图 898 所 示 的 作 图 方法 , 找 出 刘 在 5 前 一 个 射影 变换 下 的 


象 M7， 这 个 射影 变换 将 El, 01,Pz 变 成 91,P1,82， 最 后 ， 从 0 点 将 M' 回 过 来 
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可 以 只 用 下 尺 作出 si 的 与 48 平行 的 一 条 艾 ( 参 看 81 的 问 
题 3:\b))， 所 以 可 以 找 出 5 的 :条 下 径 (参看 (a) 的 解答 )。 
类 似 的 作 图 方法 可 以 给 出 男 一 条 直径 。 这 两 条 下 径 的 交 点 就 
是 所 要 的 ": 的 中 心 。 

《c) 从 较 大 的 圆 531 的 一 个 氮 4 到 另 一 个 园 s 作 切线 
AB 和 4 (参看 84 的 问题 542， 并 从 前 … 条 切线 同 3S, 的 交 
把 8B 作 3, 的 另 一 条 切线 BA [图 222(c)jJ。 显然 <B4B’ = 
作 ABA’( 由 于 对 称 性 )， 才 A484A’ = 人 人 A’B’A( 由 于 它们 对 着 
同一 个 弧 ). 由 此 推出 BAB’ = 人 A’B’A, 所 以 AB 1A’B’. 
从 而 A4A 和 8B2B' 的 有 交 操 同 48 和 84’ 的 安 点 在 31 的 一 条 相 
径 上 《参看 (a) 的 解 )。 可 以 类 似 地 找 出 > 的 另 一 条 直径 ， 从 
而 确定 它 的 中 心 ， 


附 了 永 


36. 设 PAQ 和 RAS 是 两 个 双 曲 对 顶 角 ， 并 设 PGR5 
是 一 个 四 边 形 , 它 的 边 是 贺 2 在 P,Q,R,S 的 切线 (图 223) 。 
直线 P4 和 玉 A( 更 准确 些 说 ， 是 这 些 站 线 包 含 在 圆 盘 天 内 部 
的 线段 ) 是 角 PAQ 和 RAS 的 平分 线 。 由 于 这 两 个 角 的 平分 
线 构成 一 条 让 线 ，5GFES 的 对 角 线 BRE 经 过 PQRS 的 对 角 
线 的 交点 。 这 刚好 是 $ 3 问题 40(a) 中 的 定理 的 结论 。 对 顶 角 
的 平分 线 构成 -一 条 直线 这 一 事实 ， 在 欧 儿 里 得 几何 和 双 曲 风 
何 中 都 容易 证 明 ( 通 过 等 式 

OFs4p +t Opas + OgaR = FAR + Opa0 + ons 

可 以 推出 来 ) 。 

用 这 个 方法 我 们 可 以 得 到 问题 40(a) 的 一 个 新 的 简单 秀 
解法 。 


276 


97。 设 B60KS5 是 圆 2 的 一 个 外 切 四 边 形 ，P,Q,R,S 是 
它 同 2 的 切 点 ， 并 设 PR 和 Q1S1 是 在 对 角 线 BP 有 和 WS 上 
由 2 所 确定 的 粥 《它们 是 双 曲 角 二 4Q 和 QAR 的 平分 线 ， 其 
中 和 A 是 PR 和 QS 的 交点 ; 参看 上 一 个 问题 )。 则 “在 二 和 
| 的 切线 相交 在 直线 6S 上 ， 在 @ 和 Si 的 切线 相交 在 Ph 
上 《图 224)， 

98. 设 ABC 是 由 双 曲 直线 PQ,RS 和 TU 确定 的 三 角 
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形 ，EFGHIJ 是 2 的 外 切 六 边 形 ， 它 的 边 与 > 切 于 点 了 ,下 ， 
7 ,Cs,U( 图 225)。 则 人 4BC 的 角 平 分 线 是 下 线 EH,Fl, 
GJ( 参 看 问题 96)。 说 和信 ABC 的 角 平 分 线 共 点 ， 指 的 就 是 让 
线 E 晶 .FTGJ 共 点 ， 而 这 恰好 是 勃 良 松 定理 的 结论 。 

注 我 们 的 解答 只 是 证 明 从 勃 良 松 定 理 可 以 推出 非 欧 风 
里 得 的 三 角形 的 角 平 分 线 共 点 。 反 过 来 的 论断 一 一 从 非 欧 几 
里 得 的 三 角形 的 角 平 分 线 共 点 推出 勃 展 松 定理 一 一 严格 地 说 
是 不 对 的 。 问 题 在 于 图 225(a) 中 的 直线 PQ,RS,TU 可 能 共 
点 [图 225(b)j。 在 这 种 | 
《明显 例外 和 的) 情形 我 们 汉 
有 人 和信 ABC, 而 且 勃 良 松 定 
理工 非 是 关于 三 角形 的 和 角 
再 分 线 共 点 的 定理 的 推 
论 ， 而 是 关于 对 顶 角 的 平 
分 线 的 更 为 简单 的 定理 的 图 226 
推论 (参看 图 225(b) 和 图 223)， 

99。 设 PC ,RS ,TU 是 确定 A4BC 的 非 欧 几 里 得 的 站 
线 ， VV 是 PR 和 3 的 交点 ,并 设 4’,C’,D 是 惠 线 VP,VS， 
VB 与 TU 的 交点 (加 226)。 则 


“2 log( APIBP)， 4ao = iog (FRG 


AP/BP BR/CRP 


d -= log (M7 /C7 ). 


ATJCT 
我 们 需要 证 明 
AQ/BO BS/CS \、， /AU/CU 
tos(AP78P) + os (BRICR)> oe(A7907). 
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即 


AQ/BQV\ /BS/CS \、 /AU/CU 
APIBP)(BHICR)> (X70T7). 

当 以 Y 为 中 心 将 PQ 射影 到 UT 时， 点 和 ,8B，0Q,P 变 成 
点 ,DC ,A’ ,所 以 有 CAQ/BQ)/CAPJBP) = CAC’/DC’)/ 
(A4A’/DA’), 同样 ， 当 从 V 将 RS 射影 到 UT 时 ， 点 8B， 
C; SS, 尺 变 成 点 D,CC’,A’ ;所 以 又 有 CBS/CS)/(BR/CR》 
= 《DC’/CC’')/(DA’/CA)。 由 此 可 得 


(AP/BP)(BRIGR) (7) DGC!’ /5 ) 


APJBP)\BR/JCR)- \AA’ /DA NDA /GAT 


_AC’ Jco’ 
= AAJCA’: 


由 于 ZC7 之 他 (因为 


AC’ AU Ah4C .CU -CC 4U 
CC CU 一 CC CU 


_ AC’ (CCC’ +C'U) -CC’ CAC’ +CU 
7 C07%CU 


CU(AC’ - CC) CU.AC 
0701 =5C7z 60>). 


和 全 分 < 人 (因为 


AA’ AT_ AA’.CT-CA’.AT 
cc4 67- ~ CACT 
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_AA (CCA +AT)-CA (AN + 和 二) 


CA’.CT 
A’T(AA’ -CA’) _ A’ TCA 
= GACT =-CFR :<0); 
可 以 得 出 
AQ/BOQ BRICR) 2 AC /CC ~ AU/CU 
(FBE)(BRICR ~AA’/CA’” AT/CT" 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 ， 
全 
IRN 
J V 
/AN 
Hh |! \\\ 
111ETANNWAN 
Kik 


EA, 
: NN 和 


\ 


2 


\ 
NY 


(a) 


图 227 
100.(a) 这 个 问题 的 第 二 个 结论 可 以 直接 从 图 227(a) 推 
抽 来 。 剩 下 的 是 要 证 明 ， 从 RS 上 的 点 到 直线 PQ 的 距离 ， 
当 这 些 点 从 BB 点 往 远 处 移动 时 是 无 限 递 增 的 ,参照 图 227(a). 
我 们 上 先 来 证 明 
AL/TIL, .A,L,/T,L, 
ds, T) <<d4sr， 或 KT < RT 
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现在 
A,L/T,L, AT ID 


AK,s/TR, AKRK/TIR 


(由 于 通过 以 8 为 中 心 的 射影 ,点 A,, TT,; K,,L, 变 成 点 Al, 
1 K,L), 并 且 


AL A 人 


TESTE TR >TR 
《参看 上 一 个 问题 的 解答 )。 因 此 
Ai /TL A.L/TL A,L,/T.L, 


Oe 


AKiT RK, ~AR/TR™ AR,/T,K," 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 。 因 为 射线 PJR 和 QS 是 无 限 的 ， 
从 直线 RS 上 的 点 到 直线 PQ 的 距 离 无 限 递增 ， 贿 看 第 135 
机。 


(hb) 这 个 问题 的 第 二 个 结论 可 以 从 图 227Cb) 直接 推出 
来 。 现 在 来 证 明 从 UP 上 的 点 到 直线 QP 的 距离 ， 当 这 个 点 
朝 着 从 PP 到 UU 的 方向 趋 近 于 0 时 是 无 限 递 增 的 。 按 照 图 
227(b) 中 的 记号 ， 我 们 需要 证 明 


TiK/AK，T KK /AKC， 


dria<dzsa 或 二 D/AD <TL, /AL," 


现在 
Lf/Af, _ TR/AR 


T,L,/A,L, TIL/AL 


《从 忆 点 的 射影 将 点 7 了。,4。，K,,L 变 成 了 ,4 尺 , 世 ), 并 
县 


281 


《参看 问题 99 的 解答 )。 因 此 


TIK/AK TIR/AR T,K,/A,k, 
TAL/AL NTIL/AL ~ TL/A,L,: 


这 就 是 我 们 所 要 证 的 。 
因为 射线 Qi1U 是 无 限 的 ,所 以 从 直线 PU 上 的 点 到 PC 的 
距离 , 当 这 个 点 从 了 到 UD 的 方向 趋向 于 U 时 是 无 限 递 增 的 ( 参 
看 第 135 页 ) 。 另 一 方面 ,从 PU 上 的 点 到 直线 PQ 的 距离 在 
从 U 到 P 的 方向 无 限 递 三 ， 这 是 因为 当 点 4 趋向 “时 此 值 


AR/Ti 天 趋向 于 1 工 .( 为 说 明 这 一 点 ,只 要 注意 


1 . 
AlK) PPAK 2 ?Al: . PK 全 sin/ APK, 


TK ~ pr K 


1p7, ‘PK, . sin /TPK, 


PA, sin/APK, sin/PT,A, Sin SAPRK, 


”PT “ sin/TIPK, sin/ PAT “sin /TPK, 


sinLPTIA, sin 一 APK 
sin /TIPK, “sin /PAT,* 
如 果 41 一 P， 则 
LPTA= AUTL->180° -~ LUPYV, 
TIPK->/AUPYV, 


sin/ PTA, 
snFT PR Yl, LAPER> LQPY, 


LPATI= /A0AK—> LQPV, 


sin APK, 
sin/PAT, 一 ] ) 


比 AiLi/TiLi 也 趋向 于 1 (其 证 明和 刚才 给 出 的 类 似 ) ,因此 : 
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.7372 
AiLi/TL: 说 1， 妈 da 7 1og( AL/TL, 4。 


图 227(c) 


(c) 双 昌平 面 上 两 条 直线 PQ 和 MAN 的 公 垂 线 是 国 卫 

在 P 和 Q,M 和 N 的 切线 的 交点 的 连 线 [图 227(c?]， 即 直线 

PQ 和 MN 关于 Z 的 极点 的 连 线 (参看 §4 的 开头 部 分 )。 这 

条 直线 也 就 是 PO 和 MN 的 交点 关于 2 的 极 线 (参看 84 

的 定理 2)， 它 当 且 仅 当 B 在 Z 的 外 部 时 才 与 相交。 这 就 
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推出 问题 中 的 第 一 个 结论 。 最 后 一 个 结论 可 以 从 图 227(c) 站 

接 推 出 来 。 剩 下 来 的 是 要 证 明 , 从 MAN 上 的 点 到 直线 PO 的 

距离 ， 当 这 些 点 从 MN 和 PQ 的 公 垂 线 的 慌 足 往 两 端 移动 

时 无 限 递 增 。 按 照 图 227(c) 中 的 记号 , 我 们 首 先 要 证 明 
TK /AK: _T,K,/Ask, 


dr 4 <dr,a, 或 TL /SL, <~7,L,/A,L,* 


现在 
T,K,/A.K, _TIK/AK 
TL,/A,L, ~ TIL/AL 


《利用 从 了 点 的 射影 ,点 A,,T,, K,,L, 变 成 A ;Ts KK,L) Fa 
并 且 


《参看 问题 99 的 解答 ;。 因 此 
TIKI/AK, TIK/AK TK,/A,K, 
了 .区 


774 TE/AL 7 TL,/AL,* 


这 就是 我 们 所 要 证 的 不 等 式 。 
因为 射线 P.M 和 CAN 是 无 限 的 《参看 第 135 页 ) ,所 以 


图 228 
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直线 MN 上 的 点 到 直线 PQ 的 距离 ， 当 这 些 点 从 公 垂 线 的 
垂 足 癌 两 端 移 动 时 是 无 限 递 增 的 ， 

101.(a) 首先 设 忆 和 凡是 双 曲 平面 上 的 两 条 相克 站 
线 。 用 双 曲 运动 把 它们 的 交点 移 到 圆 盘 玉 的 中心 0 点 [图 
228(a)]。 容 易 看 到 ， 这 两 条 审 线 的 夹 角 POR 的 《 旗 是 欧 几 
里 得 和 的， 又 是 双 曲 的 平分 线 UVY 是 它们 的 双 曲 对 称 轴 。 事 
实 上 ， 对 于 直线 VY 的 〈 欧 几 里 得 的 ) 反射 把 PQ 变 成 RS， 
但 是 这 也 是 对 于 直线 UV 的 双 曲 反射 ,因为 圆 盘 太 的 直径 UV 
的 欧 几 里 得 的 垂 线 也 是 UV 的 双 由 的 垂 线 。 

现在 考 中 两 条 超 平行 直线 点 和 ， 用 双 曲 运动 将 它们 的 
公 重 线 KL (参看 问题 100Ce)) 的 中 点 移 到 圆 盘 玉 的 中 心 0 
点 [图 228(b)]， 这 时 Ll 和 i 在 欧 几 里 得 意 义 下 与 玫 志 垂 站 ， 
并 且 在 欧 几 里 得 意义 下 线段 OK 和 0L 全 等 (参看 第 137 页 )， 
直线 KL 在 0 点 的 ( 欧 几 里 得 和 的 和 双 曲 的 ) 垂 线 忆 YY 是 和 
* 的 〈 欧 儿 里 得 的 和 双 曲 的 ) 对 称 轴 。 

要 证 明 平 行 线 PQ 和 PT 的 对 称 轴 存 在 就 舟 为 困难 一 
点 。 这 时 作 直 线 TQ 与 PT 和 PQ 平行 ， 然 后 作 直 线 PU 与 
PQ 和 PT 平行 并 与 QT 垂直 [图 229(a?]。 直 线 了 LU 就 是 PQ 
和 PT 的 所 要 的 对 称 轴 # 为 要 证 明 这 一 点 ， 只 需 用 适当 的 双 
册 运 动 将 PU 变 成 天 的 让 人 径 [图 229(b7]。 


图 229 


285 


(b) 对 于 的 反射 将 上 变 成 经 过 4, 的 理 线 人 《因为 1 
经 过 4)， 厦 且 电 5 与 癌 和 ! 属于 同一 个 束 。 由 于 这 种 直线 
显然 是 唯一 的 ， 所 以 癌 和 如 重合 。 


图 230 


102。 设 ABCD 是 一 个 双 曲 平行 四 边 形 。 用 双 暴 运动 将 
它 的 对 角 线 的 交点 移 到 圆 盘 及 的 中 心 D 点 。 由 于 线 租 04， 
OC (和 线段 08,0D) 的 双 曲 长 度 相等 ， 它 们 的 欧 几 里 得 长 
度 也 相等 (参看 第 137 页 ) ,由 此 可 知 四 边 形 4BCD 是 一 个 欧 
几 里 得 的 平行 四 边 形 [ 图 230Ca)]。 

(a) das = dcp， 因 为 通过 一 个 双 曲 运动 , 即 对 天 的 中 心 
O 点 的 中 心 对 称 ， 线 段 4B 变 成 CD。 同样 可 以 证 明 dap= 
dpc。 

(b) 64 =5c， 因 为 在 对 0 点 的 中 心 对 称 (这 是 个 双 曲 运 
动 ) 下 , 角 A 变 成 角 C 。 用 同样 的 方法 可 以 证 明 6s = 6。 

(ce) 假若 对 角 线 4C 和 BD 在 双 曲 总 义 下 互相 垂直 ， 则 
在 欧 儿 里 得 意义 下 它们 也 互相 垂直 。 由 此 可 以 推出 4BCP 
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是 一 个 欧 几 里 得 的 萎 形 [图 230Cb)]。 在 那 种 ,情形 下 dp= 

d44p， 因 为 经 过 对 直线 AC 的 反射 〈 这 是 一 个 双 曲 运 动 ) 4 妃 
变 成 4P; 和 并且 在 这 个 反射 下 角 BAC 变 成 角 DAC， 所 以 
OpgAc =0p4ac。 

(d) 假若 doa = dos， 则 线段 04 和 0B 在 欧 几 里 得 意义 下 
全 等 〈 参 看 第 137 页 )， 所 以 4BCD 是 一 个 欧 几 里 得 的 和 从 形 
[图 230Cc)J。 在 那 种 情形 下 64 =6s， 央 为 对 站 的 垂直 于 (在 
欧 几 里 得 的 和 双 曲 的 意义 下 ) 48 和 DC 的 直径 的 反射 (这 是 
一 个 非 欧 几 里 得 的 运动 ;， 角 A 变 成 角 B， 

《e) 参看 (c) 和 (d)。 

注 ”作为 不 用 平行 公理 的 欧 几 里 得 几何 中 的 问题 ， 我 们 
建议 读者 证 明 问 题 (a) 一 (e) 中 的 定理 ， 这 也 就 自动 地 证 明了 
这 些 定理 在 双 曲 几何 中 成 立 。 

103。 不 是 。 它 们 是 超 平 行 的 〈 参 看 图 230(a7) 。 


~ (a) 


231 
104。 设 卫 是 锐角 三 角形 4BC 的 高 线 AK 和 BL 的 交点 
《这 些 高 线 相交 ， 因 为 它们 都 经 过 入 4BC 的 内 部 ， 事 实 上 ， 
假若 经 过 4 点 的 高 线 与 BC 边 在 C 外 面 的 延长 线 相 交 ， 则 根据 
在 双 曲 儿 何 中 关于 三 角形 的 一 个 外 角 的 仍然 成 立 的 定理 ，C 


287 


角 将 是 钝 角 [ 在 图 231(a)]) .用 双 曲 运动 将 点 五 移 到 乓 的 中 心 
OF 图 231(b)]。 在 通常 的 〈 即 欧 几 里 得 的 ) 垂下 意义 下 我 们 
有 4K | BC，BLJ AC。 由 此 可 以 推出 OO 是 和信 4BC 的 欧 儿 里 
得 揭 高 线 的 交点 ， 所 以 CO LA4DB。 从 4 在 欧 几 里 得 意义 下 
垂直 于 乓 的 直径 CO 这 一 事实 ， 可 知 CO 是 A4BC 的 双 曲 的 麻 
线 。 所 以 锐角 三 角形 48BC 的 三 条 〈 双 曲 ) 高 线 交 于 一 点 。 


> 


~ 


Mh a rr 


Ce 
Eg 
~ 
whi. 
~ 


(b) 


在 钝 角 三 角形 的 情形 问题 就 不 同 了 。 假 车 鳃 角 三 角形 
ABC 的 两 条 高 线 AK 和 BL 交 于 一 点 是， 则 第 三 条 高 线 也 经 过 
H， 这 可 如 上 证 明 。 假 车 饱 角 三 角形 4BC (C 角 是 钝 角 ) 的 
高 线 AK 和 BL 平行 ， 用 双 曲 运动 将 硕 点 C 移 到 KK 的 中 心 [图 
232(a)]。 则 在 欧 几 里 得 意义 下 AK_! BC，BL! 4AC， 由 此 可 
知 AK 和 BL 的 交点 P 在 2 上， 并 是 AABC 的 欧 几 里 得 的 高 线 
的 交点 ， 而 且 在 欧 儿 里 得 意义 下 CP14B; 从 而 CP 也 是 
和信 ABC 的 双 曲 的 高 线 .总 之 ,假若 钝 角 三 角形 ABC 的 两 条 高 
线 AK 和 BL 平行 ， 则 所 有 三 条 高 线 AK, BL,CM 都 平行 (请 读 
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者 自己 陈述 与 之 相对 应 和 的、 关于 长 的 屁 的 欧 儿 里 得 的 定理 )， 

最 后 ， 假 设 A4BC 的 高 线 4 友 和 8Z 是 超 平行 的 。 用 双 曲 
运动 将 C 移 到 天 的 中心 [ 图 232Cb)]。 则 在 欧 儿 里 得 车 义 下 
AK 1 BC，BLJ AC。 将 线 4K 和 BL 的 交点 RC 在 K 的 外 部 ! ) 
是 人 A4BC 的 欧 几 里 得 的 高 线 的 交点 ， 所 以 在 欧 儿 里 得 的 意义 
下 CR13A8。 由 此 推出 CR 也 是 入 4BC 的 双 曲 高 线 。 总 之 , 假 
若 钝 角 三 角形 A4BC 的 高 线 4AK 和 BL 是 超 平 行 的 ， 则 所 有 三 条 
高 线 4 下 ,DBL,CM 都 是 超 平行 的 〈 参 看 第 152,153 页 ) 。 

105。 首先 证 明 ， 双 曲 三 角形 4BC 的 边 4B 和 4C 的 中 点 


图 234 
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的 连 线 DBE 与 边 BC 的 垂直 平分 线 正 交 。 从 A48C 的 顶点 作 中 
位 线 DE 的 垂 线 AK ,BL,CM[ 图 233(a)]。 根 据 关于 直角 三 角 
形 双 等 的 判别 法 (在 双 曲 几何 中 仍然 成 立 ， 参 看 第 145 页 )， 
可 以 知道 人 ADE 和 和 八 BDL 人 至 镖 ， 八 AEK 和 人 和 八 CEM 人 至 等 ， 所 
以 dpi=dar =dxc。 用 双 曲 运动 将 线段 LM 的 中 点 移 到 圆 盘 
及 的 中 心 O 点 [图 233(b)]。 则 OL=OM，BLTLM，CNM_L 
LM (在 欧 几 里 得 意义 下 ) . 现在 ， 从 dp = dxc 可 以 推出 线 
段 LB 和 MC 在 欧 儿 里 得 意义 下 是 至 等 的 (否则 ， 对 于 的 与 
LM 垂直 的 直径 的 反射 (这 是 一 个 双 昌 运动 )， 将 把 其 中 的 一 
个 线段 变 成 另 一 个 的 一 部 分 ) ,所 以 四 边 形 LMCB 是 一 个 欧 几 
里 得 的 和 矩形。 直线 LM 在 9 点 的 欧 几 里 得 的 垂 线 也 是 它 在 双 
曲 意义 下 的 垂 线 。 同 时 ， 它 是 BC 在 欧 几 里 得 和 双 曲 意义 下 
有 的 垂直 平分 线 。 这 就 推出 我 们 的 结论 。 

现在 ， 让 任意 人 ABC 的 边 BC 的 中 点 与 七 的 中 心 0 点 重 
合 (图 234)。8C 的 “〈 欧 几 里 得 的 ) 垂 线 OP 也 是 它 在 双 曲 意 
义 下 的 垂 线 。 人 入 ABC 的 中 位 线 DE 在 双 曲 意义 下 与 OP 垂下 ， 
在 欧 儿 里 得 意义 下 它们 也 是 垂直 的 。 由 此 推出 四 边 形 BCED 
是 一 个 欧 几 里 得 的 梯形 。 根 据 § 1 的 问题 2 中 的 定理 ,人 4PC 
欧 中 线 40 ,BE ,CDD 共 点 。 

106。 这 个 命题 不 成 
了 立 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 只 需 
考虑 一 个 以 圆 盘 天 的 中 心 O 
为 中 心 的 等 边 三 角形 (图 
235)。 它 的 欧 几 里 得 的 中 线 
也 是 它 的 双 曲 的 中 线 。 此 
外 ， doa 关 2d0p， 因 为 如 果 
人 4BC 的 边 的 双 曲 长 度 无 
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限 增 如 〈 即 它 的 顶点 趋 问 于 圆 2) ， 则 


dop 一 dono = log (OPID'P - )= =log (273)= = ljog3， 
doa*dop = co， 

注 ”上面 的 论证 表明 ， 即 使 是 对 于 等 边 三 角形 ， 中 线 移 ; 
交点 分 中 线 AD 之 比 04A/0D 也 不 是 一 个 常数 ， 而 与 三 角形 的 
边 的 长 度 有 关 《这 与 下 列 事实 有 关 : 在 双 曲 几何 中 不 全 等 的 ; 
等 边 三 角形 是 不 相似 的 ， 参 看 问题 110 后 面 的 正文 )，。 

107。 如 果 一 个 三 角形 两 边 的 垂直 平分 线 交 于 点 OO ， 则 
第 三 边 的 垂直 平分 线 也 经 过 4 点 这 个 事实 的 证 明和 通常 的 
证 明 没 有 差别 (参看 第 147 页 中 双 曲 的 三 角形 的 角 平 分 线 共 点 
的 证 明 〉。 现 在 假设 边 4B 和 BC 的 垂直 平分 线 KL 和 MN 是 超 
平行 的 ， 即 它们 有 一 条 公 垂 线 PQ[ 图 236(a)]。 则 可 以 证 明 
边 4C 的 垂直 平分 线 &e 也 垂直 于 QC (从 图 236(a) 可 以 直接 
看 到 RS 与 PQ 相交 )。 事 实 上 , 对 于 直线 PQ 作 垂 线 AA,, 8B,， 
CC1。 臣 角 三 角形 AKL 和 BKL 双 等 《直角 边 至 等 判别 法 ) ， 
所 以 AL= BL, dk = OpLK; ALA1 = 0BLB1e 由 此 推出 下 和 角 : 
三 角形 ALA, 和 BLB, 全 等 〈 妊 边 、 锐 角 全 等 判别 法 ) 。 因 此 : 
441: = BB,， 辐 理 可 证 BB = CCi。 所 以 44, =CCa。 此 外 , 评 . 
角 三 角形 ARS 和 CRS 全 等 〈 站 角 边 全 等 判别 法 》， 所 以 4o = 
CS，64sg =6csng。 再 有 ， 直 和 角 三 角形 4SA, 和 CSC, 全 等 ( 直 
角 边 、 间 边 有 至 等 判别 法 ) ， 所 以 64s4, = 5csc,。 现 在 我 们 有 


OnsA=ORsATt asa,=Dnsc+ocsc,=0nscls 


这 说 明 RS 与 PQ 垂直 ， 
最 后 ， 考 虑 边 4B 和 BC 的 慌 站 平分 线 UP 和 VP 和 平行 的 情 
形 {f 图 236(b)]。 在 那 时 边 4C 的 垂直 平分 线 QT 必 与 UP 和 VP 
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《b) 


图 236 
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平行 〈 因 为 如 果 ， 辟 如 说 ，CMP 和 CC7 超 平行 ， 则 根据 上 面 的 
证 明 ，UP 和 YP 也 超 平 行 )》 。 从 图 236(b) 显 然 可 以 看 到 QT 
和 VYVY 不 重合 。 由 此 也 可 以 推出 ， 在 这 时 直线 CCP,Y 忆 ,QT 属 
于 同一 个 束 。 

108。 (a) 将 人 4BC 的 角 平 
分 线 的 交点 (参看 第 147 页 ) 移 到 
二 的 中 心 O 〇 点 (图 237)。 则 在 欧 
几 里 得 的 和 双 曲 的 意义 下 ， 和 角 
0O4D,O4C,O0pB4,0OPC，OCA4， 
OCB 都 是 锐角 。 因 此 04< 一 4， 
605 一 中 ，0c< CC( 参 看 第 144 
页 》。 因 此 

Datdpgt+ic< /A+LB 

+ C=180°, 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 。 

(b) 首先 ， 我 们 可 以 证 明 ， 条 个 1 有 有形 可 以 用 不 相交 的 
对 角 线 分 成 hn - 2 个 三 人 角形 。 由 于 每 个 非 欧 几 里 得 的 多 角形 是 
包含 在 圆 盘 关内 部 的 欧 几 里 得 的 多 角形 ， 只 要 对 欧 几 里 得 的 
多 角形 证 明 这 个 结论 就 够 了 (对 于 下 多 角形 这 个 证 明 是 显然 
的 : 参看 图 238(a7 ) 。 

现在 来 证 明 ， 每 个 ”角形 杂 (ni 汪 3) 可 以 分 成 两 个 较 小 
的 多 角形 。 设 4 是 租 的 一 个 顶点 ，48B 和 A4C 是 从 4 点 出 发 的 
边 。 考 虑 型 内 部 以 4 为 端点 的 所 有 线段 [图 238(b) ,(c)]。 如 
果 其 中 有 一 个 线段 是 入 的 对 角 线 4K[ 图 238(b)]， 则 4 天 将 醒 
分 成 两 个 较 小 的 部 分 、 如 果 这 些 线 眉 中 不 包含 对 角 线 ， 即 它 
们 的 端点 都 属于 本 的 某 一 条 边 [图 238(ec)]， 则 对 角 线 BC 与 
所 有 这 些 线段 相交 ， 所 以 BC 理 个 地 在 机 的 内 部 从 而 BC 把 


图 237 
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项 分 成 两 个 较 小 的 多 角形 ， 

大 家 可 以 看 到 ， 用 刚才 所 讲 的 方法 能 够 将 肢 分 成 二 生 
形 。 如 果 将 硕 训 分 成 三 角形 要 用 条 对 角 线 ， 则 这 些 三 角形 
的 数目 是 K+1。 这 K+ 1 个 三 角形 有 3《K +1) 条 边 ， 共 中 ni 条 
是 及 的 边 ，2K 条 是 对 角 线 (每 一 条 对 角 线 是 两 个 三 角形 的 公 
共 边 》”。 因 此 

3CKk+t1)=7+2K, K=n-3, 

从 而 可 知 肢 训 分 成 K+1=n 2 个 三 角形 。 因 为 n -2 个 三 角形 
中 每 一 个 的 内 和 角 和 小 于 180”( 参 看 (a))， 所 以 这 个 1 角形 的 
内 和 角 和 小 于 Cn 一 2). 180"。 这 就 是 我 们 所 要 证 的 。 


C 从 C 
"Bp D 六 
B 
\ A E ” 
F . C 


a) 
图 238 


109。 设 5(M) 是 与 多 角形 肢 相 对 应 的 一 个 非 负 数 。 如 
果 SCM) 是 胜 的 面积 ， 则 自然 要 求 它 满足 下 列 策 件 了 ，: 

1” 假若 多 角形 硫 , 和 及 ,全 等 ， 则 SC(M1) = SCM.,). 

2”. 假 阁 般 是 两 个 不 相交 的 多 角形 胎 , 和 大 ,的 并 集 ( 导 
及 可 以 分 成 没有 公共 内 点 的 两 个 多 角形 部 分 Mi 和 于 ,), 则 
SCM) =S(M,) + SCM,). 
3” 对 基 一 个 多 角形 朋 ,， 有 SCM0) =1@ 。 


@ 申 反之， 如 果 y(J) 满 足 条 件 1 "一 3"， 则 它 是 邓 所 对 应 的 面积 。 
@ 这 个 条 俐 确定 面积 的 一 个 “单位 2 。 
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显然 ， 双 曲 的 多 角形 的 
角 亏 (参看 第 156 页 ) 满 足 第 
一 个 条 件 。 我 们 来 证 明 它 也 
锌 足 第 二 个 条 件 。 实 际 上 上 ， 
假若 多 边 形 更 用 一 条 折线 
AB 剖 分 成 一 个 角形 稠 ! 和 
一 个 角形 股 , 《图 239)， 可 
以 证 明 弄 的 角 亏 是 及 | 的 角 
元 与 人 六。 的 角 亏 之 和 。 假 设 中 23 
折线 AB 有 mw 节 ( 妈 除 A4 和 8B | 
外 ， 还 有 于- 1 个 中 间 的 顶点 ) 。 为 了 确定 起 见 ， 假 设 A 和 有 
的 一 个 顶点 重合 ， 而 8 在 及 的 -一 条 边 上 (所 有 共 它 的 情形 与 
这 种 情况 完全 类 似 ) 。 则 有 

k+li=n+2m+1; 
因为 在 型 的 上 个 顶点 和 型 ,的 上 个 项 点 的 总 数 中 ， 包 谷 弄 
的 二 个 顶点 和 2 +1 个 多 算 了 的 顶点 《折线 A8 的 每 一 个 中 
问 的 硕 点 和 它 的 而 点 8 在 总 数 + i 中 都 算 了 两 次 ,大 且 食 没 
有 算 在 7 中; 顶点 A 在 总 数 Kt+t 中 算 了 两 次 而 在 n 中 忆 经 
算 了 一 次 ) .其 次 ,如 果 用 人 ,人 A。 ,4 分 别 表示 多 角形 惟 , ,1 ，， 
MM 的 内 角 和 ， 则 
4,+A,= 总 +(21 一 1)180"; 


六 为 和 4 + 4。 中 除了 包含 丰 中 的 角 以 外 ， 还 包含 折线 4 
的 非 端 点 的 顶点 处 的 中- 工人 个 360" 角 ， 以 及 在 它 的 项 点 中 处 
的 一 个 180" 角 。 所 以 
LE-2)180 一 4 +LG-2)180" — A,] 
= (K+l—4)180° - (Al+ A,) 
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和 了 和 sat CB 


= (nt2m-3)180°—-A- Cm—-1)180° 
= (nn-2)180°—-A. 

这 就 古 我 们 所 要 证 册 。 

于 多 角形 的 角 亏 满足 下 进 条 件 1” 和 2 ， 它 必定 与 多 外 
形 的 面积 画 数 皮下 比如 果 Mu 的 角 亏 是 1/K， 则 任意 多 角 
形 的 角 坊 等 于 它 的 可 积 除 以 KK)+， 

注 ] 上 而 的 论证 表明 ， 双 曲 的 三 角形 的 面积 不 能 任 总 
大 〈 央 为 角 亏 不 能 超过 180 7。 下 积 最 大 的 三 角形 〈 其 面积 
等 于 8K .180"， 大 是 问题 109 中 的 比例 常数 ) 是 它 的 边 两 现 
平行 的 “2 角形 ”《〈 图 240(a); 而 图 240(b)? 是 这 种 三 角形 的 
象 正 文中 的 图 115 和 118 那 伴 的 示意 图 )。 

注 2 多 角形 的 角 与 它 的 面积 成 正比 ， 这 个 事实 的 证 
明 在 欧 儿 蛙 得 几何 中 也 成 这 ， 然而， 在 那里 比例 因子 是 零 
(在 欧 几 里 得 几何 中 并 角形 的 角 蕊 是 索 ， 因 为 它 的 内 角 和 证 
(人 2-2)。180")》 ， 由 此 可 知 前 面 的 讨论 在 欧 几 里 得 几何 中 
没有 意义 ， 在 那里 计算 一 个 多 角形 的 面积 要 经 过 一 个 复杂 得 
多 的 过 程 。 即 使 三 角形 的 用 它 的 边 长 和 角度 给 出 的 面积 公式 
也 远 比 它 的 双 直 模式 复杂 ， 至 于 对 ?>3 的 7 角形， 在 欧 儿 
里 得 几何 中 没有 一 个 用 它 的 边 得 角 表 示 面 积 的 一般 的 明显 均 

有 意思 的 是 ， 注 意 上 面 给 出 的 证 明 可 以 搬 到 球面 几何 中 
去 〈 在 那里 一 个 多 角形 足球 面 上 由 大 圆 易 所 围 的 部 分 在 成 
和 而 上 几何 中 的 大 罗 和 在 平面 上 的 直线 起 相同 的 作用 ) 。 一 个 球 


QD 这 并 不 是 显然 的 。 对 于 波 里 亚 的 这 个 著名 的 定理 的 证 明 ， 可 以 看， 人 饮 
如 ，E.D.Moise, Elementary Geontetry from an 人 dvanced Standpoint 
(Addison Wesley Publishing Co,, Reading，1963)， 从 p.345 起 。 一 一 英 
译 者 
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面 基 角形 的 角 亏 总 的 负 的 ， 从 存在 三 个 角 栅 是 直角 的 球 谭 三 : 

角形 这 一 事实 就 可 以 预料 到 这 -点 。 出 此 推出 在 这 里 (人 角 去 
有 I 面积 之 加 的 ) 上 比例 常数 应 当 十 负 的 。 我 们 可 以 说 ， 球 古 也 
由 形 的 面积 同 它 的 内 外 之 和 与 (1 一 2)180 "之 差 成 正比 (这 个 
其 数 称 为 球面 7 角形 的 角 豚 ) ， 这 也 可 参看 第 二 总 人 附 水 。 


() 


(b) 

图 240 
110. 该 ABC 和 A'B'C' 是 

两 1 区 机 的 二 角形， 它们 的 三 对 
对 应 角 分 别 公 等， 并 设 C 和 C7 
是 这 两 个 :角形 的 最 大 的 角 。 高 
线 CH 和 CC 日 ^ 罕 过 各 自 的 三 角 
形 的 内 部 (因为 根据 问题 108 (Ca) / 
中 的 定理 角 A 和 4’,B 和 2B” 图 241 
郴 是 锐角 ;详细 的 说 明 可 以 潘 问 
题 104 的 解 的 开头 一 段 )。 如 果 我 们 知道 4 妃 =4 妃 (， 歼 可 
以 推出 直角 沽 角形 AHC 和 AH’'C' 有 既 等 (三角 边 、 锐 角 判 
别 法 )。 有 从 而 C 日 =C'H' ,并 且 丁 角 三 角形 BHC 和 B’H’C' 
全 等 〈 想 角 边 、 锐 和 角 判 列 法 )。 由 此 可 以 知道 人 A4BC 和 


-一 一 --- -一 -: 一 - 一 一 一 -一 一 


G 参看 《几何 变换 >》 第 四 册 . 一 一 英 译 考 
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A4'B/C' 全 等 。 所 以 ,我 们 只 需要 证 明 , 如 果 4 互 尖 4 卫 ”， 
就 会 导致 矛盾 。 为 了 确定 起 见 ， 假 设 AH 二 A’H’, 移动 两 
个 三 角形 (利用 双 昌 运动 )》 使 得 点 及 和 日 ’ 与 天 的 中 心 重 
合 ,并且 直线 AB 和 4’B’ 重合 .( 图 241)。 由 于 AH>>A’H”， 
于 二 564=64 ， 可 知 芝 A 这 人 A (参看 第 144 页 ). 所 以 HC 
>HC’，LHCA< 之 LHC’ Ah’。 从 后 一 式 可 以 推出 bxca< 
6gc' 4 ,好 果 有 HB’ 一 万 B ,我 们 可 以 用 类 位 的 方法 证 明 HC!’ 
>>HC， 它 与 上 面 得 到 的 不 等 式 HC>HC’ 了 矛盾。 因此 已 2 
>>HB’， 并 且 如 上 有 gcg<<6gc' B 。 所 以 
6c =5rc4a+bacae<<oac' 4 +oacp =0c， 

这 与 等 式 bc' = bc 季 盾 。 

111. 作 A 人 4BC 的 边 AP 和 
AC 的 生 直 平分 线 天 2 和 1 人 ， 
并 经 过 人 入 ABC 的 质 点 作 直线 
44:，,BB CC， 它们 同 直 线 状 也 
和 MN 属于 同一 个 东 (根据 上 
与 MN 是 相交 、 超 平行 还 是 平 
行 ， 直 线 AAl1,BB,,CCi 经 过 它 
们 的 交点 、 垂 下 于 它们 的 公 亚 
线 、 或 和 它们 平行 ， 图 242)。 从 图 ”242 
问题 101( 了 ) 中 的 定理 ， 可 以 知道 
KL 是 直线 44: 和 DBPi 的 对 称 轴 ， 而 MN 则 是 直 线 A44 和 
CC, 的 对 称 轴 。 这 说 明和 信 4BC 的 所 有 顶点 在 一 个 加 .( 或 等 
距 曲 线 ， 或 极限 同 ) 上 ， 这 个 同 〈 或 等 距 曲 线 ， 或 极限 出 ) 
是 在 由 KL 和 MN 所 确定 的 束 中 的 每 一 条 直线 上 上 选取 一 
个 点 所 组 成 的 ， 这 个 点 与 4 关于 A4, 和 ! 的 对 称 加 相对 称 

(看 第 159---162 页 ) 。 
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容易 看 到 ， 在 前 面 讨论 中 所 设想 的 各 种 可 能 性 实际 上 都 
有 可 能 出 现 ， 上 最 后 ， 在 -一 个 加 、 或 等 踪 曲 线 、 或 极限 加 中 有 
可 能 内 接任 意 多 个 三 角形 。( 同 样 容易 看 和 到， 这 些 可 能 忙 古 
五 相 排 斥 的 。 如果 有 可 能 作 人 48C 的 外 接 加 ， 则 存在 上 与 它 
的 各 个 顶点 等 距离 的 点 DO ， 并 且 直 线 KL 和 MN 必定 交 于 0 
点。 类 贷 地 ， 可 以 证 明 ， 如 果 能 够 作 人 4BC 的 外 接 等 距 册 
线 ， 虽 KL 和 MN 必定 有 一 条 公 垂 线 ; 最 后 ， 如 打 能 够 作 
和信 ABC 的 外 接 极 限 辕 ， 则 上 上 L 和 MN 必定 平行 。) 
“112。 考 虑 全 径 分 别 为 7 大?7s 的 两 个 双 胆 赔 Sj 利 >。， 
以 及 51 的 外 切 正 六 边 形 A14,4sA44AsAs 和 5 的 内 接 正六 边 
形 B85B,BsB,BsBeD ， 设 s 和 ss 分 别 表示 这 两 个 圆 的 双 拖 


图 243 


中 在 双 曲 几何 中 ， 正 六 边 形 的 定义 和 欧 几 里 得 几何 中 的 定义 相同 。 大 家 
注意 ， 在 双 曲 几何 中 并 不 总 是 可 以 作 贺 的 外 切 正 六 边 形 的 ， 这 个 事实 限制 了 ”+ 
的 大 小 。 
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的 周到， 六 和 pp, 表示 这 时 个 到 也 形 的 于 长 。 虽 


S 1 S， _h 
站 < 
因 紫 ， 如 此 我 们 可 以 选取 7 有 7。，， 使 得 pi/71 之 Pg/7。， 则 由 
比 订 以 失 出 symn< syr， 这 就 证 明了 问题 的 结论 。 
如 末 s 和 Sa 的 中 心 与 天 的 中 心 O 后 重合 ， 则 这 两 条 
上 得 线 就 证 饮 儿 里 得 的 于 qd 导 243)。 假 设 它们 的 欧 儿 里 得 的 全 
径 分 别 是 eg 和 4。( 出 盘 飞 的 侍 径 取 作 单位 长 )， 则 有 


(OP /00\ 4@ 1 ,lta 
17 oe( AP / A6 )= EAP 7 "81-a’ 


了 十 已 
7 一 ] a, 9 
A44 = a 3 /3, b=AM=v/1-a?, 
1 ] AM /AN 
441 一 og( 二 厅 A 时 


AN bi +a 3 
=log A NM = lB p as 


Pi = 12d4 41， 
BB =ay/2, OB=a 3/2, b=BR=v1-3a3/4, 


BR /BT 
dpa = log(B- R/B 7 ) 


BT b, + a,/? 
= logp 7 = logy a2 ， 


D2 = 12dsp， 。 
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特别 地 ， 如 果 a =0.1，as =0.9， 则 
tr =1log(].1/0.9)~0.08715, 
r, = log(1.,.9/0.1)~=1,27875, 
av 3/3=:0.05774， 00.99499， 
d44 = 上 :1og(].05273/0.93725)=:0.05046， 
P10,6055, 
bs0.6265, dpp,~log(1.0765/0.1765)=~=0.78027, 
p=9.435, 
因此 


31 Pi 的 53 ~ Po ~ 
人 和 r, rf 


注 可 以 证 明 ， 在 双 曲 几何 中 国 的 周 长 和 筷 的 人 中 径 ” 之 
比 Sr 随 rr 递增。 特别 ， 若 rr- 一 0， 则 S/r 一 丰 =3.14159… 
双 如 7 一 co， 则 /rco 。 
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